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Motivation

Motivation

In der klassischen Analyis haben wir Funktionen im K", wobei K entweder R oder C ist, un-
tersucht. Dabei war das Betrachten von Eigenschaften wie Konvergenz, Stetigkeit und Diffe-
renzierbarkeit sehr niitzlich. Die Funktionalanalysis beschaftigt sich nun mit vergleichbaren
Problemen in tiblicherweise unendlich-dimensionalen Funktionenrdumen. Hierfiir werden
wir versuchen, die aus der klassischen Analysis bekannten Untersuchungsmethoden zu ver-
allgemeinern. Doch zunéchst ein paar Probleme, fiir deren Losung man die Funktionalana-
lysis benotigt.

Problem. Ein klassisches Beispiel aus der Variationsrechnung: Wir wollen die Funktion
T
fw= [ Weords
0

unter den Nebenbedingungungen u(0) = u(xr) = 0 und foﬂ |u(x)|?dx = 1 minimieren. In
der klassischen Analysis haben wir fiir Minimierungsprobleme mit Nebenbedingungungen
Lagrange-Multiplikatoren genutzt. Im unendlich-dimensionalen Fall ist das jedoch nicht so
einfach. Wir betrachten f : ¥ — R wie oben, wobei Y eine Teilmenge des unendlich-
dimensionalen Funktionenraums

X = {u e C'[0, 7] : u(0) = u(x) = 0}

Y = {u €X: /”|u(x)|2dx = 1}
0

gegeben ist. Zwar ist Y (in der £%([0, z])-Metrik) beschrinkt und abgeschlossen, jedoch nicht
kompakt.

ist, die durch

Problem (Fourierreihenentwicklung). Sei7 = {1, cost,sint, cos(2t), sin(2t),...} = {@;}ien-
Dann ist bekanntlich

2
<qoi,<pj>:/ @i(t);(t)dt = 216, j,
0

wobei §; ; das Kronecker-Delta bezeichne. Also ldsst sich durch Normierung ein Orthonor-
malsystem aus 7 gewinnen. Jetzt fragen wir uns, ob sich jede 27-periodische Funktion u
beziiglich eines geeigneten Konvergenzbegriffs in eine Reihe u = }};cn i mit @; € R ent-
wickeln konnen. Bereits bekannt ist, dass das fiir das entsprechende endlich-dimensionale
Problem geht: Sei T = {ey, . .., e,} die kanonische Standardbasis des R” Dann gilt bekannt-
lich

(ei, ej)rn = Oy

und fir jedes x € R" ist

n
x = Z aie;, o = {x,e)Rrn.
i=1



Motivation

Wir fragen uns nach den Zusammenhéangen zwischen den Problemen im endlich- und unendlich-
dimensionalen.

Problem. Das Biegemoment eines Tragers kann man als Randwertaufgabe (gesucht ist u :
[0,1] — R, gegeben sind p,r : [0,1] — R)

u’(t) + p(u(t) = r(®),  u(0) =u(1) =0

bestimmen. Mit Hilfte der sogenannten Green’schen Funktion lésst sich diese Randwertauf-
gabe in eine Integralgleichung

1
10 = [ G(t.9)(r(5) = plous)ds = u

umwandeln. Das heifit, man sucht einen Fixpunkt eines Integraloperators T in einer geeig-
neten Menge von Funktionen.

Diese Probleme lassen sich mit der klassischen Analysis nicht mehr behandeln. In der Funk-
tionalanalysis behandeln wir nun im Wesentlichen , Analysis in co-dimensionalen Raumen®
(meist Funktionenrdaume). Das heifit, wir wollen jetzt anstelle des K" allgemeinere Radume
betrachten, die jodoch immer noch folgende beide Charakteristika aufweisen:

(a) Die lineare Struktur (das heif3t, Elemente lassen sich addieren und mit einem Skalar
multiplizieren)

(b) Die topologische Struktur (also insbesondere ein Konvergenzbegrift)

Unser Ziel ist es zunachst, die beiden Strukturen zu erarbeiten.



Kapitel 1
Die lineare Struktur

§1 Der lineare Raum

Sei im folgenden stets K = R oder K = C. Zunichst die

(1.1) Definition (Vektorraum). Sei K ein Korper. Eine Abelsche Gruppe (X, +) zusammen
mit einer Abbildung
T KXX - X

heifit K-Vektorraum, falls fiir alle «, § € K und x,y € X gilt:
(V1) ax+y) = ax + Py

(V2) (a + f)x = ax + px

(V3) (af)x = a(px)

(V4) 1-x=x

Bemerkung. Je nachdem, ob K = C oder K = R gilt, heif3t X ein komplexer oder ein reeller
Vektorraum.

Bemerkung. Eine nichtleere Teilmenge Y C X ist bereits dann ein linearer Raum, falls aus
a,p € K, x,y € Y bereits ax + fy € Y folgt, also Y abgeschlossen unter den Vektorraumope-
rationen ist. Y heif3t dann linearer Teilraum oder auch linearer Unterraum.

Bemerkung. Zu jeder Teilmenge M C X bildet die Menge aller Linearkombinationen von je
endlich vieler Elemente einen linearen Teilraum von X. Dieser heif3t die lineare Hiille von M
oder der Aufspann von M

1
spanM = {xeX:HZEN,al,...,mEK,ml,...,mlEMmit Zaimi:x}.
i=1

Bemerkung. M = {x;}1ea C X heif3t Basis oder Hamel-Basis von X, falls M linear unabhdn-
gig, das heifit, 0 € X lasst sich nur auf triviale Art und Weise als Linearkombination endlich
vieler der x; schreiben, und span M = X ist.



2 Beispiele
Bemerkung. Besitzt X eine Basis von n < co Elementen, dann heifSt n die Dimension von X
und wir schreiben dim X = n. Andernfalls heif3t X unendlich-dimensional (dim X = o0).
Bemerkung. Seien Xj,X, C X lineare Teilraiume. Dann ist
X1+ X5 = {axl +ﬁx2 : a,ﬁ eK,x; € X1,x; € Xz}

ebenfalls ein linearer Teilraum. Falls X; N X, = {0}, schreiben wir X; & X, und nennen die
Summe direkt.

Bemerkung. Sei Y ein linearer Teilraum von X. Definiere die Aquivalenzrelation ~ auf X
durch x ~ y © x —y € Y. Dann wird die Menge der Aquivalenzklassen mit vertreterweiser
Addition und Multiplikation auch ein K-Vektorraum. Wir schreiben fiir diesen Vektorraum
XJ/Y.

§2 Beispiele

(2.1) Beispiel. Der R" ist ein linearer Raum tiber dem Korper R. Der C" ist sowohl ein C-
als auch ein R-Vektorraum.

(2.2) Beispiel. Sei [a,b] C R, a < b. Dann ist
Cla,b] = {x : [a,b] — K, x ist stetig}

ein K-Vektorraum mit dim C[a, b] = co. Zum Beispiel sind die Monome (t*)en ein unendli-
ches linear unabhéangiges System, jedoch keine Basis. Tatsdchlich ist jede Basis dieses Raumes
iiberabzahlbar.

§3 Lineare Abbildungen

(3.1) Definition. Seien X,Y lineare Rdume tber K. A : X — Y heifit linear, falls fur alle
x1,%; € X und a, f € K gilt:

A(axl + ﬂX2) = ocA(xl) + ﬁA(Xz)

A : X — K heif3t lineares Funktional. Fiir A linear heifit R(A) = im A = {A(x) : x € X} der
Bildraum von Aund N(A) = ker A = {x € X : A(x) = 0} der Kern von A.

(3.2) Bemerkung. Sei A: X — Y linear.

(a) Sei M C X ein linearer Unterraum. Dann ist A(M) C Y wieder ein linearer Unterraum
und es gilt dim A(M) < dim M mit Gleichheit bei injektivitat.



3 Lineare Abbildungen

(b) Es gilt
A injektiv &= N(A) = {0}.

Allgemeiner ist
X/(N(A)) = im A.

(c) FallsdimX = dimY = n < oo, dann ist A genau dann injektiv, wenn A surjektiv ist.

(d) A:X — Y ist linear und bijektiv genau dann, wenn es eine lineare Umkehrabbildung
Al Y > X,

(e) Fallssoein A : X — Y linear und bijektiv existiert, nennen wir X und Y linear isomorph.
A heif3t dann ein linearer Isomorphismus.

Nur falls dimX = dimY < oo sind X und Y auch ,topologisch® isomorph. In diesem
Fall erhalt man die Prototypen R" und C" fiir endlich-dimensionale Vektorraume und
andere gitbt es nicht (die sie auch als Topologische Raume isomorph sind).

Beispiel. X = {x : [a,b] — R,x, x,x stetig, x(a) = x(a) = 0} ist ein linearer Raum. Sei
Y =Cla,b]und A : X — Y gegeben durch

(Ax)(t) := x(t) + c1(t)x(t) + c2(t)x(t), t € [a,b],c1,co € Cla,b].

Dann ist A linear, weil differenzieren linear ist und A ist injektiv: Zunachst ist x = 0 eine
Losung der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung Ax = 0. Die Theorie der Dif-
ferentialgleichungen sagt uns, dass diese Differentialgleichung eine eindeutige Losung des
Anfangswertsproblems ist.

Aist aber auch surjektiv: Seiy € Y gegeben, dann suchen wir x € X mit Ax = y. Also wollen
wir eine inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung l6sen. Auch diese ist nach der
Theorie von gewohnlichen Differentialgleichungen eindeutig 19sbar.

Also ist A bijektiv, das heifit, es gibt eine lineare Abbildung A™! : Y — X. Diese Inverse
ist in der Regel schlecht anzugeben. Einen einfacheren Spezialfall dazu wird in der Ubung
behandelt.

Beispiel. Sei X =Y = Cla,b], A: X — X gegeben durch

b
(Ax)(t) := / k(s,t)x(s)ds, t € [a,b],

wobei k : [a,b] X [a,b] — R stetig und gegeben ist. Dann ist A linear, da das Integral linear
ist. Auch ist, wenn A € R ein Parameter ist, die Abbildung

(A)(t) == Ax(t) — (Ax)E), t € [a, b]

linear. Die Probleme Ax = y (bei gegebenem y € Y und gesuchtem x € X) oder A)x = 0
(gesucht ist A € R und eine nichttriviale Losung x € X \ {0}) heilen Integralgleichungen
erster und zweiter Ordnung.



4 Duale Riume

Beispiel. Sei X = C[a,b], A: X — R mit
Ax = X(to),

wobei t; € [a,b] fest gewdhlt sei. Eine andere lineare Abbildung A : X — R ist gegeben
durch

Ax = / ’ x(t)dt

Dann sind beide Abbildungen A linear und nicht injektiv, aber surjektiv.
Beispiel. Sei X = (2, A: X — X. Fiir x = (&,)nen sei
Ax = (O,gl,fg,...) € 52.

A heif3t (Rechts-)Shiftoperator und ist linear und injektiv, jedoch nicht surjektiv. Solche Ab-
bildungen gibt es fiir dimX = dim Y < oo nicht.

§4 Duale Radume

A : X — K sei ein lineares Funktional, X ein linearer Raum. Wir verwenden ein neues
Symbol (statt A)

, R .
X X—->K-= linear.
C
Wir schreiben nun
x'(x) = (6, x") = (x, X ) yoexr € K.

Wir setzen
xf = {x" : x" ist lineares Funktional auf X} .

Hierbei sollte man nicht x” nicht mit der Ableitung von x verwechseln. Auch ist (—, =)y, xr
kein Skalarprodukt.

Der Raum X/ wird auf natiirlicher Weise zum linearen Raum mit
(ax] + Pxy)(x) == axy(x) + fxy(x), x € X,x1,x5 € x/, a, p € K.

So ist
<_, _>X><Xf :X XXf g K

bilinear.

(4.1) Definition. X/ heifit der algebraische Dualraum zu X. X! := (X/)/ heifit der biduale
Raum zu X.



4 Duale Riume

Beispiel. X// liefert die kanonische Abbildung
J: X > X, x> Jx)=x"

mit
(x",x") = (x.x') Vx' eX.

Damit ist x” : X/ — K linear wohldefiniert.

(4.2) Definition. Der lineare Raum X heif3t algebraisch reflexiv, falls J bijektiv ist (und damit
X linear isomorph zu X//) ist.

(4.3) Bemerkung. X ist genau dann algebraisch reflexiv, wenn dim X < oo ist.

Im Fall dim X < oo lésst sich leicht eine duale Basis angeben: Sei dazu M := {x1,...,x,} eine
Basis von X. Dann wird durch
<xi’x]/<> = ik

und linearer Fortsetzung die Menge M := {x/,...,x,} C X/ erklart. Dann ist M’ eine Basis
von X', die die duale Basis von M genannt wird. Tatsachlich ist XS im Falle dimX = o
wesentlich grofler. Man wahlt deshalb eine (neue) Defintion des Dualraums:

(4.4) Definition (Dualraum). Zu einem linearen Raum X ist
X' := {x": X - K, x’ linear und stetig} c X/

der Dualraum von X.

Um Allerdings von Stetigkeit reden zu konnen, miissen wir zunéachst Topologien einfithren.

- 10 —



Kapitel 2
Topologie

§ 1 Topologische Raume

(1.1) Definition. Sei X eine Menge und 7 C P(X) eine Menge von Teilmengen von X. T
heif3t eine Topologie auf X, falls 7 unter endlichen Durchschnitten und beliebigen Vereini-
gungen abgeschlossen ist. Insbesondere muss 7 ) als leere Vereinigung und X als leeren
Schnitt enthalten. (X, 7) heiffit dann topologischer Raum. Die Elemente von 7 heiflen offene
Mengen

(1.2) Beispiele.  (a) Furalle Mengen X ist7 = {0, X'} eine Topologie auf X, die sogenannte
indiskrete Topologie, grobste Topologie oder auch Klumpentopologie.

(b) Fiir alle Mengen X ist 7 = 2 (X) eine Topologie, die sogenannte diskrete Topologie oder
feinste Topologie auf X.

(c) In Analysis I wird eine Menge U C R fiir offen erklart, wenn es zu jedem x € U
ein ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle y € R mit |[x — y| < ¢ auch y € U gilt. Aus der
Analysis ist bekannt, dass die so definierten offenen Mengen den Axiomen geniigen.
Diese Topologie 7,,,+ wird natiirliche Topologie genannt.

(d) Sei X eine beliebige Menge. Die cofinite Topologie auf X wird definiert als

Toot = {Y € X : Y = 0 oder CxY ist endlich}

(e) Der Sierpinski-Raum ist die Menge {0, 1} versehen mit der Topologie {0, {0}, {0, 1}}.

(1.3) Definition. Sei M C X.
(a) M heiflt abgeschlossen, wenn X \ M offen ist.

(b) U c X heifit Umgebung von A, wenn es eine offene Menge V gibt mit A c V c U.
Wir setzen
U = Ua(T) :={U c X : U Umgebung von A}.

Ux heifit Umgebungssystem oder Umgebungsfilter von A € X. Fur x € X setzen wir
Uy := U{xy. x heiflt dann innerer Punkt von U fiir alle U € U,.



1 Topologische Riume

(c) x € X heiflt Hdaufungspunkt von M, falls jede Umgebung von xj ein y € M enthélt mit
y #xk

(d) Das Innere von M ist
M= J{UeT:UcM
die grofite offene Menge, die in M enthalten ist.
(e) Der Abschluss von M ist

M = ﬂ {U € M : U abgeschlossen}

die kleinste abgeschlossene Menge, die M enthalt.

(f) M heilit kompakt, falls jede offene Uberdeckung von M eine endliche Teiliitberdeckung
besitzt.

(g) M heiit dicht, falls M = X.
(h) M heif3t nirgends dicht, falls (M)° = 0.

(1.4) Bemerkung. (a) M° Cc M C M.
(b) M° ist die Menge der inneren Punkte von M.

(c) M ist genau dann abgeschlossen, wenn M = M.

(1.5) Definition (Hausdorff-Raum). Sei (X, 7) eine topologischer Raum. Fiir alle x,y € X
mit x # y existieren U € U,V € U, mit UNV = (. Dann heif3t (X, 7) Hausdorff-Raum bzw.
geniigt dem Trennungsaxiom.

(1.6) Definition (Konvergenz). Eine Folge {x,},en C X heifit konvergent gegen x, € X,
talls zu jeder Umgebung U € U,, ein ny € N existiert, sodass x, € U fiir alle n > n,.

(1.7) Bemerkung. Man tiberlegt sich leicht, dass der Grenzwert x; in der Regel nicht eindeu-
tig ist. Bsp: In 7 = {X, 0} konvergiert jede Folge gegen jeden Punkt. Ist (X,7) jedoch ein
Hausdorftf-Raum, so ist jeder Grenzwert eindeutig.

Beweis. Seien xy # x; Grenzwerte von (x,)nen C X. Dann existieren disjunkte Umgebungen
U,U’ € Uy,. Weiterhin gibt es ein ny € N, so dass x, € U fiir alle n > ny und nj € N, so dass
x, € U’ fiir alle n > nj,. Also gilt Xmax{no.nj} € UN U’ Das ist ein Widerspruch zur Disjunktheit
der Umgebungen. ]

(1.8) Definition (Haufungspunkt). x, € X hei3t Hiufungspunkt von {x,},en C X, falls zu
jeder Umgebung U € Uy, und fiir alle k € Neinn > k € N existiert, sodass x, € U.

(1.9) Beispiel. {x,}qen € R mit natiirlicher Topologie. x, = (—1)" hat zwei HP +1 Achtung:
M = {x, : n € N} = {-1, 1} hat als Menge keine HP.

(1.10) Bemerkung. Fir die indiskrete Topologie ist jeder Punkt in X HP jeder Folge.

—-12 -



2 Metrische Rdume

(1.11) Definition (Stetigkeit). f : (X,7x) — (Y, 7y) heift stetig, falls fur alle V € 7y gilt,
dass f~1(V) € 7x.

(1.12) Bemerkung. f ist stetig & f ist stetig in jedem Punkt

(1.13) Definition (Homéomorphismus). Ist f : (X,7x) — (Y, 7Zy) bijektiv und stetig, und
1 (Y,7y) — (X,7x) auch stetig, dann heifit f Homéomorphismus. X und Y heiflen
homdomorph, falls so ein Homéomorphismus existiert.

(1.14) Definition (Basis von Topologien und Umgebungen). (a) Eine Familie B C 7 heif3t
Basis der Topologie in (X, 7), falls T = UM : M C B.

(b) Eine Familie B ¢ U, von x € X hei}t Umgebungsbasis des Punktes x, falls fiir alle
UeT,x €U existiertein V€ Bmitx € V € U.

(1.15) Beispiel. Fiir die natiirliche Topologie auf R" ist eine Basis der Topologie gegeben
durch B.(x) : x € X, ¢ > 0 mit den offenen Kugeln B.(x) =y € R" : ||x —y|| < &. Sei x € R"
fest. Dann ist By,(x) : n € N eine abzéhlbare Umgebungsbasis von x

(1.16) Definition (Relativtopologie oder Spurtopologie). M C 7T eines topologischen Raum-
es (X, 7') lasst sich in natiirlicher Weise zu einem topologischen Raum machen, namlich mit
T'=MNV:VeT.

(1.17) Bemerkung. M = M NX € 7' da X € 7, dh. M ist offen in der Spurtopologie.
Achtung: M muss nicht offen in X sein.

(1.18) Definition. Seien zwei Topologien 77, 7, auf X gegeben. Wir sagen 7; ist feiner als 73,
falls 77 O 7,. Wir sagen 7T; ist grober als 73, falls 77 € 7;. Wir sagen die Topologien sind
gleich, falls 77 = 75.

(1.19) Bemerkung. Sei7; feiner als 7. Die feinere Topologie 7; enthélt mehr offene Mengen,
und damit zu jedem Grenzwert x, weniger konvergte Folgen.

Man zeigt leicht: 77 ist feiner als 7, & Fiir alle x € X gilt: Seien B; C Ty, B, € T, Umge-
bungsbasen von x, dann gilt fiir alle U € By, dass ein V € B, existiert mit V C U.

(1.20) Beispiel. Folgende Topolgien auf R” sind gleich. 7; sei die Topologie, die durch die
Kugeln B.(x) =y € R" : ||x — y|| < ¢ erzeugt wird. 7; sei die Topologie, die durch die Quader
B:(x) =y € R" : maxy<j<p |y — x| < € erzeugt wird.

(1.21) Definition (Produkttopologie). Seien (X, Zx), (Y, Zy) topologische Rdume. Dann sit
die Familie von Mengen {Uy X Uy : Ux € Tx,Uy € Ty} C 2X*¥ eine Basis der Topologie
Txxy im kartesischen Produkt X X Y. Bemerkung: Es geniigt auch wenn Uy, Uy iiber Basen
von 7Ty, 7y genommen werden.

§ 2 Metrische Raume

- 13 -



2 Metrische Rdume

(2.1) Lemma (Eigenschaften metrischer Raume). Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Jeder Punkt x € X besitzt eine abzdhlbare Umgebungsbasis
{Bl/n(x)7 ne N}

(b) Es gilt

lim x, = x < lim d(x,x,) = 0.
n—0oo

n—oo

(c) Esistxy € M genau dann ein innerer Punkt von M C X, wenn ein ¢ > 0 existiert
mit B.(xp) C M.

(d) M ist nirgends dicht in X genau dann, wenn es zu jeder Kugel B.(xy) mit x, €
X, e > 0 eine Kugel Bs(x1) C Be(xo) mit Bg(x;) N M = 0 gibt.

(e) Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Dann ist auch (X X Y, dxxy) ein me-
trischer Raum vermage der Metrik

dxxy((x1, Y1), (x2, y2)) := max{dx(x1, x2), dy(yh y2)}

oder auch mit

(e, 90), (62, 2)) 1= s, 2) + (s, ).

Tatsdchlich induzieren diese beiden Metriken die gleiche Topologie (ndmlich die
Produkttopologie)

(f) Homéomorphismen f : X — Y (fiir metrische Rdume X,Y ), die die Metrik re-
spektieren, das heift

dx(x1,x2) = dy(f(x1), f(x2)) Vx1,x0 € X

heiffen Isometrien.

(g) Ein metrischer Raum muss im allgemeinen keine lineare Struktur haben. Man
betrachte hierzu die Menge X := {1,2,3,4,5,6} mit der diskreten Metrik. Diese
kann keine Vektorraumstruktur haben, da |X| = 6 keine Primzahlpotenz ist.

Beweis. Der Beweis wird aufgrund seiner Trivialitit den Lesern zur Ubung iiberlassen, da er
wirklich nur Einsetzen der Definitionen ist. ]

Nun ein paar Charakterisierungen von kompakten Mengen in metrischen Raumen.

(2.2) Satz. Im metrischen Raum (X, d) sind dquivalent:
(a) K c X ist kompakt (iiberdeckungskompakt)
(b) Jede Folge in K besitzt mindestens einen Haufungspunkt in K (abzdihlbar kom-

- 14 -



3 Vollstdndigkeit in metrischen Rdumen und der Satz von Baire

pakt)
(c) Jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K (folgen-
kompakt)

(2.3) Bemerkung. Der Satz gilt so im allgemeinen Hausdorff-Raum nicht. Fur ,(b) = (a)*
benotigt man zusatzlich das zweite Abzahlbarkeitsaxiom, also die Existenz einer abzéhlbaren
Basis der Topologie. Fiir ,(b) = (c)* bendtigt man das erste Abzdhlbarkeitsaxiom, also die
Existenz von abzdhlbaren Umgebungsbasen fiir jeden Punkt.

§3 Vollstandigkeit in metrischen Riumen und der Satz von Baire

(3.1) Definition. Eine Folge (x,)nen € X in (X, d) heifit Cauchy-Folge, falls zu jedem ¢ > 0
ein N = N(¢) existiert mit d(x,,, x,) < ¢ fur alle n,m > N.

(3.2) Lemma. jede Konvergente Folge (X,)nen C X ist auch eine Cauchy-Folge.

(3.3) Definition. Der metrische Raum (X, d) heifit vollstindig, falls jede Cauchy-Folge in
(X, d) konvergiert.

Nicht jeder metrische Raum braucht vollstindig zu sein (man betrachte hierfiir z.B. Q und
die Folge der Partialsummen der Dezimalbruchentwicklung von V2), jedoch lisst sich jeder
metrische Raum zu einem vollstandigen Erweitern.

(3.4) Satz. Jeder metrische Raum (X, d) ldsst sich in einen bis auf Isometrie eindeu-
tig bestimmten kleinsten vollstandigen metrischen Raum (X, d) einbetten. Dieser Raum
(X, d) heifst die Vervollstandigung von (X, d).

Beweis. Zwei Cauchyfolgen (x,)nen und (yn)nen seien aquivalent, falls d(x,,y,) —— 0.
n—0o0o

Hierdurch ist eine Aquivalenzrelation definiiert. Sei [(x,),en] die vom Repréasententaten (x,)en
erzeugte Klasse. Man setzt

X := {[(xp)nen] : (Xn)nen ist Cauchy-Folge in (X, d)}

und

d([(xa)nen]: [nnen]) = Lim dCxn, yn).

Dann ist (d(xp, Yn))nen eine Cauchy-Folge in R, da

|d(xn, Xm) = AU, Ym)| < d(xn, Xm) + d(Yn, Ym) -

—0 —0
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3 Vollstdndigkeit in metrischen Rdumen und der Satz von Baire

Da R bekanntlich vollstidndig ist, existiert somit der Grenzwert. Ferner ist d Reprisentatenu-
nabhingig, also wohldefiniert: Seien (x,) und (7,) andere Reprasentaten. Dann ist

d(xn, Yyn) < d(xn, Xp) +d(Xn, §n) + d(Yn, Yn) -
——— ———

—0 —0

Die umgekehrte Ungleichung ergibt sich aus Vertauschung der Rollen. Man rechnet leicht
nach, dass (X, d) ein vollstandiger Raum ist. Wir kénnen (X, d) durch die entsprechenden
konstanten Folgen isometrisch in X einbetten. ]

Bemerkung. Wendet man diese Technik auf Q mit der natiirlichen Metrik an, dann erhalt
man (R, d) als vollstandige Hiille.

(3.5) Satz (Schachtelsatz). Sei(X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und seien (x,)n:N C
X und (rp)nen C (0, 00) Folgen mit der Eigenschaft

(a) Er"+1(xn+1) C B, (xn)
(b) lim, 001y = 0.

Dann gibt es genau ein x, € X mit xy € ﬂneNE, ()"

Beweis. Fir p € N beliebig gilt

B,,.,(xnsp) C By, (xn).

Also
d(xn+p, xn) <rp,—0.
n—>oo

Damit ist (x,)n € N eine Cauchyfolge und damit konvergiert gegen ein x, € X. Aulerdem
gilt
d(xp, xn) < d(x0, Xn1p) + d(Xnip, Xn) -

—0(p—00) <rp

Damit folgt fiir p — oo
d(xo,xn) <r, VneN

also xp € Mpen I_B,n (xp). Fir die Eindeutigkeit sei x, ebenfalls in (),cn Er,, (xn). Dann folgt

d(x0, Xo) < d(x0, Xn) + d(xn, Xo) < 2r, — 0.
—_———— —— n—oo
Doch damit war bereits xy = xy. [

(3.6) Definition. Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes (X, d) heif3t von erster Katego-
rie oder mager, falls sie die Vereinigung abzahlbar vieler in X nirgends dichter Mengen ist.
Andernfalls heifst M von zweiter Kategorie.
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3 Vollstdndigkeit in metrischen Rdumen und der Satz von Baire
Der folgende Satz wird beim Beweis mehrerer fundamentaler Satze benétigt, z.B beim Prinzip
der gleichméfligen Beschranktheit oder dem Open-Mapping-Theorem.

(3.7) Satz (Baire). Jede nichtleere offene Menge eines vollstandigen metrischen Raumes
(X, d) ist von zweiter Kategorie (insbesondere X selbst)

Beweis. Sei ) # M C X offen. Wir nehmen umgekehrt an, M wére von erster Kategorie, das
heifSt
Mc | m,

mit M, C X nirgends dicht. Wahle x, € M. Da M offen ist, gibt es ein r = ry > 0 mit
B,,(x9) € M. Da M; nirgends dicht ist, gibt es r; > 0 und x; € X mit

Br1 (xl) - Bro/Z(XO)

und B, (x1) N M; = 0. Analog finden wir, da M, nirgends dicht ist, r, > 0 und x; € X mit

Brz(xz) C Br1/2(xl)

und By, (x2) N My = 0. Durch Fortsetzen dieses Schemas finden wir eine Folge (x,)nen € X
und Radien (r,)peny € (0,00) mit r, < r/2" —— 0. Damit sind alle Voraussetzungen von

n—oo
erfiillt. Folglich existiert genau ein

ie ﬂ By, (xn) C Bu(x0) C M.

neN

Aber x ¢ M, fur allen € NFolglich ist auch x nicht in |,y M, = M. Das ist ein Widerspruch.
Also ist M von zweiter Kategorie. [

_17_



Kapitel 3

Topologische lineare Raume

Erklartes Ziel dieses Kapitels wird sein, die beiden Strukturen aus den vorherigen beiden
Kapiteln, also die Topologie und den linearen Raum zusammenzufiihren.

(0.1) Definition. Ein linearer Raum X iiber dem Korper K mit Topologie 7 heif3t topologi-
scher linearer Raum, falls die Vektorraumoperationen (+ : X X X — X und - : K X X — X)
stetig sind.

Bemerkung. Stetigkeit der Vektorraumoperationen sollte als minimales Kompatibilitatskri-
terium der beiden Strukturen gefordert werden. Tatsachlich ist es im Allgemeinen gar nicht
erfiillt. Erst im normierten Raum bekommt man diese Stetigkeit geschenkt.

§ 1 Normierte Raume

(1.1) Definition. Sei X ein linearer Raum tiber K. Die Abbildung ||-]| : X — [0, co0) heif3t
Norm auf X, falls fiir alle x,y € X, @ € K gilt:

@ |lx]|=0&e=x=0

(b) llax|l = |al x|l

© llx+yll < [lxIl + [lyll

(X, |I-1]) heit dann normierter Raum.

(1.2) Bemerkung. Durch d(x,y) := ||x — y|| wird ein normierter Raum auch ein metrischer,
also insbesondere auch ein topologischer Raum. Diese induzierte Topologie auf (X, ||-||) heif3t
Normtopologie.

Ohne die lineare Struktur macht der normierte Raum gar keinen Sinn, da fiir die Definition
einiger der Normaxiome die Vektorraumoperationen verwendet werden.

(1.3) Beispiele.  (a) Betrachte den R" mit ||x||, := (X, |xi |p)1/p mit 1 < p < oo ist ein
normierter Raum, genauso wie mit ||x||,, := max;<;<, |x;|. Insbesondere gibt es im R"
iiberabzahlbar viele verschiedene Normen. Wir werden jedoch spiter sehen, dass diese
Normen alle die gleiche Topologie erzeugen.



1 Normierte Ridume

(b) Der Raum aller stetigen Funktionen auf einem kompaktem Intervall C[a, b] mit || x|, :=
maxX;e [q,5] |X(t)| ist ein normierter Raum. Auf3erdem wird durch

b
Il = [ Ixtola
a
ebenfalls eine Norm definiert.
(c) Sei Q c R" offen und beschrinkt. Dann wird C(Q) mit

llx[lco == max [x(t)|
teQ

auch zu einem normierten Raum.

(d) LP(Q) = LP(Q)/N, wobei AL = {f : Q@ = R, f(t) = 0 fast iiberall} ist mit

1/p
x| = ( /Q |x<t>|Pdt)

ein normierter Raum, wobei 1 < p < oo.
(e) £F mit

n 1/p
Ixll, := (Z |xl~|f’)
i=1

ist ebenfalls ein normierter Raum, wobei 1 < p < co.

(1.4) Lemma. Sei (X, ||-||) ein normierter Raum. Dann sind die Abbildungen +, - und
||| stetig.

Beweis. Fir beliebige Folgen (xp,)nen, (Un)nen C X, (@n)neny mitlimx, = x,limy, = y,lima, =
a gelten

1Gen + yn) = (x + Y < lIx = xnll + [y = ynll
sowie
llanxn — ax|| < |an| [lxn — x| + [|x]| |otn — a]
und
[llxall = llx [T <l — x|

nach der umgekehrten Dreiecksungleichung. Folglich sind die zu betrachtenden Abbildun-
gen alle folgenstetig, und, da metrische Rdume stets dem ersten Abzéhhlbarkeitsaxiom ge-
niigen, auch stetig.
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2 Topologische lineare Raume

(1.5) Korollar. Jeder normierte Raum versehen mit der Normtopologie ist ein topologi-
scher linearer Raum. Deshalb ist auch keine Unterscheidung zwischen normierten Rdu-
men und normierten linearen Rdumen notig.

§ 2 Topologische lineare Raume

Bemerkung. Hierbei sei stetis die Topologie von X XX die Produktopologie, bei den Kérpern
K = ? die iibliche Topologie. Wir schreiben im Folgenden fiir Mengen M, My, M, ¢ X
und o C K nun
My + My := s(My, M) :={x+y:x € M,y e M},
A-M:=m(AM):={ax:a €A x e M}.

(2.1) Lemma. Hat der topologische Raum (X, T) auch eine lineare Struktur, so sind
dquivalent:

(a) Die Addition s ist stetig.

(b) Fiir beliebiges x,y € X gilt: Zu jeder Umgebung Oy, € T existieren Umgebun-
gen Ox € T von x und Oy € T vony mit Ox + Oy C Oxyy

Beweis. s ist stetig in (x, y) genau dann, wenn zu jeder Umgebung O, , € Tx von (x, y) exis-
tiert eine Umgebung U C Txxx von (x,y) mit s(U) C Ox4y. Nach Definition der Produkt-
topologie existieren dann Umgebungen O, € U, und O, € U, mit O, X O C U. Damit
ist

Ox + Oy = 5(Ox, Oy) = 5(Ox X Oy) C s(U) C Oxyy.

Analog zeigt man die entsprechende Aussage fiir die skalare Multiplikation: ]

(2.2) Lemma. Hat der topologische Raum (X,T) auch eine lineare Struktur, so sind
dquivalent:

(a) Die Addition m ist stetig.

(b) Fiir beliebiges a € K, x € X gilt: Zu jeder Umgebung Oy, € T existieren Umge-
bungen O, € T vonx und O, € T vony mit Oy X Ox C Ogy.

Betrachtet man insbesondere die Stetigkeit am Punke o = 0 und x € X beliebig, dann gilt
also: Fiir jede Umgebung Oy € U, C X existiert eine Umgebung Oy € U, und ein r > 0, so
dass

VB :|Bl <r:BOx C Oy

Unmittelbar daraus erhalten wir folgendes Korollar:
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3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Riume

(2.3) Korollar. Im topologischen Raum (X, T) gilt fiir x € X beliebig und (f,)nen € R

pn — 0 = f,x —— 0.
n—oo n—oo

Definition. (a) Zu xy € X fest definieren wir den Translationsoperator

Ty, = X — X, x = x + Xxo.
(b) Zu ap € K* fest definieren wir den Multiplikationsoperator
My =X = X, x> ap - x.

(2.4) Lemma. Die Translationsoperatoren und Multiplikationsoperatoren sind Homoo-
morphismen.

Beweis. Das ist klar. ]

(2.5) Korollar (Invarianzprinzip). Im topologischen linearen Raum (X, T) ist die To-
pologie bereits durch die offenen Umgebungen von 0 € X bestimmt. Alle anderen offe-
nen Mengen entstehen durch Translation.

Beweis. Das ist klar. ]

§3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Raume

(3.1) Definition. Eine Metrik d : X X X — R auf einem linearen Raum X heif3t translations-
invariant, falls gilt:
Vx,y,z € X :d(x,y) =d(x + z,y + 2),

oder dquivalent dazu:
Vx,y e X : d(x,y) =d(x —y,0).k

Bemerkung. Ohne lineare Struktur macht das gar keinen Sinn!

(3.2) Definition. Ein metrischer Raum (X, d) mit linearer Struktur und translationsinvarian-
ter Mertik d heif3t metrischer linearer Raum, falls die Vektorraumoperationen stetig sind (in
der von der Metrik induzierten Topologie).
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3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Riume

(3.3) Lemma. Im metrischen Raum (X, d) mit linearer Struktur und translationsinva-
rianter metrik, dann ist die Addition immer stetig.

Beweis. Es geniigt, da in metrischen Rdumen Folgenstetigkeit und Stetigkeit dquivalent sind,
zu zeigen, dass lim d(x, + yp, x + y) = 0, sofern lim d(x,, x) = 0 und lim d(y,, y) = 0. Dazu ist

d(xp + Yn,x +y) < d(xp + yp) + d(x + yn, x + y) = d(xy, x) + d(yn, y) — 0. -

Beispiel. Sei X = C(a, b) mit der Metrik

d(x,y) = min{1, ) |x(t) -y},

te(a,b)

Dann ist d eine translationsinvariante Metrik, aber X ist kein linearer Raum, da die Skalar-
multiplikation nicht stetig ist.

Fir die Stetigkeit der skalaren Multiplikation im Punkt (@, x) € KK X X hat man (nach dem
¢ — & — Kriterium)

—a| <
Ve > 035 > 03r > 0Vf € KVy € X : pal<r = d(fy,ax) <e¢
dix,y) <9

(3.4) Lemma. Sei(X,d) ein metrischer Raum mit linearer Struktur und mit einer trans-
lationinvarianten Metrik. Dann ist X mit der von d erzeugten Topologie ein metrischer
linearer Raum genau dann, wenn fiir alle « € K,x € X und beliebige Nullfolgen

(xn)ne N C X, (an)neN)cK gilt

ax, — 0
n—oo

ax, — 0
n—oo

nxy — 0
n—o0

Beweis. ,=”: Skalare Multiplikation ist im metrischen linearen Raum stetig, also folgen die
Aussagen sofort.

»<": Wegen der Aquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetigkeit ist zu zeigen

n—0oo
= apx; — ax.
X, — x€X n—oo
n—oo
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3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Riume

Sei dazu z, := x, —x € X, y, := @, — @ € K. Dann ist

YnzZn + YnX + azy = (ap — @)(xy — X) + (@y — @)x + a(x, — X) = apxp —a X.

Somit ist
d(anxy, ax) = d(anx, — ax,0) = d(ypz, + ynx + az,,0)
—0
< d(Ynzn,0) + d(ynx,0) + d(az,, 0) =5 o.
—_—— — — —
—0 —0 —0
Da die Addition ohnehin immer stetig ist, sind wir fertig. ]

(3.5) Definition. Eine Abbildung |-| : X — [0, 00) heift Quasi-Norm auf dem Linearen Raum
X, falls gilt:

(Q1) |x| > 0 fir alle x € X und |x| = 0 genau dann, wenn x = 0.

(Q2) | —x| = |x|furallex € X

(Q3) |x+y| < |x| + |y| fir alle x,y € X

(Q4) |axy] —2 0 fir a € K, falls |x,| — 0

(Q5) |anx| — 0 fur x € X, falls |a,| — 0

(Q6) |anxy] — 0 falls |x,| — 0 und |a,x,| — 0

(X, ] - |) heiBt dann quasi-normierter Raum.

(3.6) Bemerkung. Jeder normierte Raum ist auch ein quasi-normierter Raum.

(3.7) Satz.  (a) Ist| - | eine Quasi-Norm auf X, so wird durch d(x,y) := |x — y| eine
translationsinvariante Metrik definiert, welche X zu einem metrischen linearen
Raum macht.

(b) Ist (X, d) ein metrischer linearer Raum mit translationsinvarianter Metrik d, so
ist (X, | - |) mit |x| := d(x, 0) ein quasi-normierter Raum.

Beweis. Das folgt direkt aus den Axiomen und |
Speziell fiir die Anwendung sehr wichtige metrische lineare Rdume werden von Semi-Normen

erzeugt.

(3.8) Definition. Sei X ein linearer Raum. Eine Abbildung p : X — R heif3t Semi-Norm oder
Halbnorm, falls folgendes gilt:

(S1) Vx e X :p(x) >0

(S2) Vx € X, € K : p(ax) = |a|p(x)
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3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Riume

(83) Vx,y € X : p(x +y) < p(x) + p(y)

(X, p) heifit dann semi-normierter Raum.
Beispiel. LP(Q) ist ein semi-normierter Raum.

Bemerkung. Jeeder semi-normierte Raum (X, p) erzeugt einen normierten Raum (X/N, p),
wobei N = {x € X : p(x) = 0} ein linearer Unterraum ist.

(3.9) Satz. Es seien p, : X — R,n € N abzdhlbar viele Semi-Normen auf einem
linearen Raum mit der Eigenschaft

pu(x) =0 fiiralleneN =— x =0. (3.1)

Dann ist

[e9)

n_Dn(x—Y)
d(x,yr) = 212 m

eine translationsinvariante Metrik auf X, welche X zum metrischen linearen Raum
macht.

(3.10) Bemerkung. p, : X — R sind auf (X, d) stetig. Das folgt aus (fir x; — xp in X)

|pn(xi) _pn(x0)| < pn(xi - xO) — 0

und einer Ubungsaufgabe.

(3.11) Satz. Sei (X, d) der in[Satz 3.9 gegebene metrische lineare Raum (mit der von der
Metrik erzeugten Topologie). Dann bilden die Mengen (e, > 0)

Upns en) = | BE(0) = {x € X : pu(x) < £}

und deren endliche Durchschnitte eine Umgebungsbasis von 0 € X

Bemerkung. Nach dem Invarianzprinzip ist damit durch | Bf: die ganze Topologie bestimmt.
Mit anderen Worten: Die Topologie welche tiber die Metrik bestimmt ist, ist dieselbe wie die,
welche von den U(p,, ¢,) und endlichen Schnitten davon erzeugt wird.

Beweis (Satz 3.11). Zunéachst ist U(p,,e,) € T:Sein € Nund ¢, > 0 fest und y € U(py, &,)

beliebig gegeben. Dann ist p,(y) < &,. Dann wihle p = p(y) > 0, so dass p,(y) + p < &,. Dann
gilt fiir r == 27" > 0:

x € B(y) = pplx+7r) <p.
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3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Riume

Dazu ist

Pn(x ~y) <2"d(x,y) < 2"r = P ,

1+ pa(x —y) —_— I+p

<r

also pp(x — y) < p. Mit diesem r gilt B,(y) C U(pn, &n): Sei x € B,(y). Dann gilt

Pn(x) < pu(x = y) +pa(y) < pu(y) + p = &,
————
<p

wie gewiinscht.

Sei B,(0),r > 0 gegeben. Wahle ny € N mit

IS

n=nyp

NIN

mit ¢ := § gilt dann
no
ﬂ Up€) € B, (0).
n=1

Sei dazu x € (2, U(py, €) beliebig. Dann ist
d(xO)_ZZ_ Pn() Zz‘ <£ZZ”+—<£+—=
L+palx) &

somit also x € B,(0). |

(3.12) Bemerkung. Die Mengen U(py, ¢,) und deren endlichen Schnitte sind konvexe Men-
gen, das heif3t

%Yy €U(pn, en),ax €[0,1] = ax+ (1 —a)y € U(py, &)

Beweis. Es ist

prlax + (1= a)y) < |a| pa(x) +[1 = a| pa(y) = 5.
—— ——
<ep <ep |

Also besitzt der in[Satz 3.9|gewonne metrische lineare Raum (X, d) eine Umgebungsbasis von
0, die nur aus konvexen elementen besteht.

(3.13) Definition. Ein topologischer linearer Raum (X, 7), in dem jedes x € X eine Umge-
bungsbasis besitzt, die nur aus konvexen Mengen besteht, heif3t lokalkonvex.
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4 Beispiele
(3.14) Satz. Sei X ein linearer Raum mit Semi-Normen p;,i € I, wobei I eine beliebige
Indexmenge ist, mit der Eigenschaft
pi(x) =0 firalleie] = x =0.
Dann sind die Mengen
Upi &) = {x € X : py<e;}, & >0,i€l

und deren endliche Schnitte eine konvexe Umgebungsbasis von 0 € X. Die dadurch
gewonne Topologie T macht X zu einem lokalkonvexen Hausdorff-Raum.

§4 Beispiele

Wir werden die unten angegebenen Beispiele auch gleich auf Vollstandigkeit untersuchen.

(4.1) Definition.  (a) Ein metrischer linearer Raum (X, d) der vollsténdig ist, heifSt Fréchet-
Raum.

(b) Ein normierter Raum (X, ||-||), der vollstiandig ist, heiSt Banach-Raum.

Beispiel ((/-Raume).  (a) (¢, ||"|l,). 1 < p < oo ist normierter Raum mit

00 1/p
Ixll, = (Z |xi|f’) :
i=1

(b) (€, |||l), ist normierter Raum mit ||x||,, = sup,cy [xil-

() (€P,]-1]p= ||||§), 0 < p < 1ist quasi-normierter Raum.
(4.2) Bemerkung. Fiir0 < p < q < ocogilt {f c €9 c (™.

Beweis. Seix € ¢ mit |x| =1 = };cy |x;|P. Dann st fur alle i € N |x;|P < 1, also auch |x;| < 1.
Dann folgt auch ;e [xi]? < 1, also x € €9 und sup,y |xi| < 1, also x € £, ]

(4.3) Satz. Fiirl < p < oo ist (¢, ||||,)) ein Banachraum. Fiir 0 < p < oo ist ((P,] - |,)
ein Fréchet-Raum.

Beweis. Nur fiir 1 < p < oo. Sei dazu (xp)nen C € eine Cauchy-Folge, also x; = (& )ren und
fiir jedes € > 0 gibt es ein ny mit

0o 1/p
Vn,m > ng : ||x, — xml|, = (Z|§£—§,T|p) <e.
k=1
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4 Beispiele

Sei ko € N beliebig. Dann ist (¢')nen eine Cauchy-Folge in K, besitzt also einen Grenzwert
&k,- Setze nun x := (& )ken € K® = s. Wir vermuten x als Grenzwert unserer Cauchy-Folge.
Also mussen wir zeigen, dass x € ¢, und dass unsere Folge tatsidchlich gegen x konvergiert.

Es gilt

”xn“! < ”xn - xn0|| + ||xn0|| Vn > Ny

~———
<&

Deshalb existiert ein M > 0 mit [|x,||, < M fiir alle n € N, also

N )
DUIEp < D IEP < MP < oo,
k=1 k=1

Also haben wir

N
DIEI < MP VneN,
k=1

also durch Grenzwertbildung N — oo auch ||x||§ < MP bzw. x € {P.

Ferner haben wir
N

1&F = &P <& VN e N,n,m 2 ny(e).
k=1

Fiir n — oo folgt

N
DG g <& YN eN,m>no,
k=1

und mit N — oo

Z & = &P < f Vm > ny,

k=1
also die Konvergenz. ]
Beispiel. Betrachte den Folgenraum S = K* = {x = (&,)nen, & € K}. Dann ist

pn(x) = |§n|a Pn: K - R
eine abzahlbare Familie von Halbnormen mit

pu(x)=0VneN = x=0¢e K
Nach [Satz 3.9 folgt, dass (IK*, d) mit

— -n pn(x B y)
d(x,y) := HGZNZ Toptret Fpu(x— 1)
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4 Beispiele

ein metrischer linearer Raum ist. Der Konvergenzbegriff entspricht gerade der komponen-
tenweisen Konvergenz, das heifit, fiir eine Folge (x¢)xen mit x; = (.f,’f)neN gilt

0
X —— 0 d(xn,O)k—>0 — pn(xk)k—>Vn€N — |§,’f|k—>\7’n€ N.

k—o0

Wir fragen uns nun, ob auf dem K auch eine Topologie existiert, so dass der induzier-
te Konvergenzbegrift der der gleichmafligen Konvergenz in allen Komponenten entspricht?
Also

glm

Xk — 0 e K® & Ve > 03ky € N: [5] < eVk > koVn € N.

k—o0

Wenn K ein topologischer linearer Raum sein soll, ist das nicht méglich. Notwendig wire,
dass fiir eine Folge x € K*

ap — 0inK = agx —— in X = K®.

k— o0 k—o0

Wihle dazu die Nullfolge (a)ken = (1/k)ken € R, x = (n)peny € X. Dann ist
akx = (n/k)nen € K™

zwar eine Nullfolge in K ist, diese Konvergenz ist jedoch nicht gleichméflig in n. Man kann
zeigen, dass K™ mit d vollstandig, also ein Fréchet-Raum, ist. Ist K auch normierbar? Also
gibt es auf K™ eine Norm, welche die gleiche Topologie erzeugt wie die d? Auch das ist nicht

moglich:

(4.4) Lemma. In (K™, d) gilt:
(a) B1(0) = K™

(b) Betrachte den linearen Unterraum My, := {x = (&)nen mit & = 0 fiirn =
1,...,n9}. Dann gibt es fiir jeden Radiusr > 0 ein ny € N, so dass M,, C B,(0).
Das heifit, jede noch so kleine Metrikkugel enthdlt einen nichttrivialen Unter-
raum.

Beweis.  (a) Das ist trivial.

(b) Seir > 0 gegeben. Wihle nun ny, so dass 3,7, ,; 27" < r. Dann gilt

. — —n p"(x) _ - —n Pn(x) = —-n
Vx € Mp, .d(x,O)—’;NZ T ZZ T+ o) < ZZ <r.

n=ng n=nq |

Wire nun die Topologie auf (K*, d) nun auch von einer Norm erzeugt, dann wiren die Norm-

kugeln
BM'0) = {x e K* : ||x|| < 7}

— 28 —



4 Beispiele

auch eine Umgebungsbasis der Null. Das heifft insbesondere wiirden wir zu jedem 7 ein r
finden, so dass 0 € B4(0) C BH'”(O). Mitfolgt also

M,, < B,(0) c Bl'(0)

fiir ein geeignetes ny. Sei nun ein 0 # x € Mp,,. Dann ist, da M,, ein Unterraum ist, auch
ax € My, fir alle @ € K. Das heifit,

la| - ||x|| = ||ax]|| < F fir alle a € K,

was bereits @ = 0 impliziert. Das ist ein Widerspruch.

Beispiel (Rdaume beschrinkter Funktionen). Sei S eine beliebige Menge und B(S) := {f :
S — K, f(s) ist beschrankt }. Dann wird B(S) mit

£ 1|5y = sup | f(x)| < o,
x€S

der sup-Norm, zu einem Banachraum. Dabei ist offensichtlich, dass |||z tatsdchlich ei-
ne Norm ist, und wir werden in einer Ubung zeigen, dass die induzierte Metrik tatsichlich
vollstiandig ist.

Lemma. Sei(X,d) ein metrischer Raum,Y C X. Es gilt

(a) Wenn (X, d) vollstindig ist und Y abgeschlossen, dann ist auch (Y, d|yxy voll-
stindig.

(b) Wenn (Y,d|yxy vollstindig ist, so ist Y abgeschlossen in (X, d).

Beweis. Ubungsaufgabe. |

Beispiel (Raume stetiger Funktionen). Sei K ¢ R" kompakt, also nach Heine-Borel abge-
schlossen und beschrankt. Dann ist

Ck) ={f : K > K, f stetig}
ein normierter Raum mit
1 lleu = 1/l = max | F0),

der Maximumsnorm. Dieses Maximum wird tatsachlich immer angenommen, da K kompakt
ist (Satz von Minimum und Maximum). Insbesondere sind alle stetigen Funktionen auf K be-
schrankt. Damit gilt offensichtlich C(K) ¢ B(K) und || f{lcx) = Il fll gk fiir alle f € C(K). Da
jede stetige Funktion auf kompakten Teilmengen von metrischen Raumen auch gleichméafig
stetig ist, das heif3t

Ve>030>0: (|t -t <8 = |f(t) — f(t)| <e)Vt,t, €K
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(4.5) Lemma. C(K) ist ein abgeschlossener Unterraum von (B(K), ||-||px)) und somit

insbesondere auch (mit[Lemma 1)) vollstindig.

Beweis. Sei (f;)ien eine konvergente (in (B(K), ||-|| g(x))) Folge in C(K). Dann existiert ein f €

Il 8

B(K) mit f; —— f. Wir miissen zeigen, dass f bereits stetig ist. Fiir beliebige t;,t, € K gilt
1—00

|f(t) = )l < 1fi(t) = fie)] +211fi = fllpx) < e

— N——
<e/3 fiir |t1—t| <5 (e) <e/3 fiir i>ig
Damit ist f auch gleichméaflig stetig, also insbesondere auch stetig und in C(K). ]

Das heifit, die Stetigkeit der Folgenglieder (f;)ien € C(K) Gibertragt sich auf die Grenzfunkti-
on und Konvergenz in (C(K), ||| ) ist ,gleichmaBig auf K“. Wegen dieser Eigenschaft ist die
Maximumsnorm |||, auch die natiirliche Norm auf C(K). Andere mogliche Normen (und
damit andere Topologien) auf C(K) waren z.B.

1/p
||f||p:( / If(t)lpdt) L lsp<w.

Allerdings ist die Konvergenz in dieser Topologie impliziert keine Stetigkeit fir die Grenz-
funktion.

Beispiel. Sei Q c R”" offen und analog
C(Q):={f:Q > K, f stetig }.

Hier konnen Funktionen aber auch unbeschrankt sein. Also braucht sup | f| nicht mehr zu
existieren.

(4.6) Definition. Es sei (Kp,)men eine Ausschiopfung von Q mit kompakten Mengen K- C Q,
das heif}t, es gelte

Q =UnenKms  Km € K1,
K c Q kompakt = K c K, fiureinm e N

Man nehme z.B.
K,={xe Qc R":||x|| £ m,dist(x,dQ) > 1/m},

wobei dist(x, dQ) := inf{||x — y|| : y € dQ} und OIM = Q \ Q.
Dann ist C(Q) mit der Metrik

A(F.0) = Z - I flle,)

met L lleag,
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ein Fréchetraum, also ein metrisierbarer linearer Raum nach[Satz 3.9 da

Ifllck,) =0VmeN = f=0¢eC(Q).

Es gilt in diesem Raum
d(fi f) — 0 = Ifi~ fllow,) — Yme N,

was ja gerade gleichmaflige Konvergenz auf jeder Kompakten Menge K € Q bedeutet. Damit
ist Stetigkeit der Folgenglieder (f;)ien € C(Q2) impliziert Stetigkeit der Grenzfunktion f €
C(Q), da Stetigkeit nur eine lokale Eigenschaft ist.

Wir werden in der Ubung sehen, dass C(€2) mit dieser Metrik d¢(q) nicht normierbar ist.

Beispiel (Riume differenzierbarer Funktionen). (a) Betrachte die Menge C/(K) = {f :
K — R,D*f existiert und ist stetig fiir|a| < €} der {-mal stetig differenzierbaren
Funtktionen auf einer kompakten Menge K ¢ R" mit¢ € Ny Dabeiista = (a1,...,a,) €
N{ ein Multiindex, |e| = 3}i_; o; und

Dann wird C/(K) mit der Norm

Il = maxmax | D" o)
zu einem Banachraum. Die meisten Eigenschaften sind klar, die Vollstandigkeit folgt
unmittelbar aus der Vollstandigkeit von C(K) Konvergenz in C/(K) bedeutet gerade
gleichmiaflige Konvergenz aller partiellen Ableitungen bis zur Ordnung ¢ auf ganz K.
(b) Sei Q@ ¢ R" offen und C/(Q) = {f : Q — R, D*f existiert und ist stetig fiir|et| < ¢}
der Raum der £-mal stetig differenzierbaren Funtktionen auf Q mit £ € Ny. C‘(Q) wird
mit der Metrik

-m Pml(f g) a
W9)= 2 0, gy PilD = ID e

wobei die K, Ausschopfungen von Q mit kompakten Mengen sind, zu einem Fréche-
traum. Konvergenz in C/(Q) bedeutet gerade gleichmiBige Konvergenz aller partiellen
Ableitungen bis zur Ordnung ¢ auf jedem Kompaktum, das in Q enthalten ist. Auch
dieser Raum ist nicht normierbar mit einem analogem Argument wie bei den stetigen
Funktionen auf Q.

(c) Wir betrachten nun einige Unterraume von C/(Q):

(1) Cg(Q) = {f : Q — R,D*f existiert, ist beschriankt und ist stetig fur|a| < €}
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wird zum normierten Raum mit

| fllce(q) = max sup [D” f(x)|
g <l ren !

la|<

Zwar gilt Cg(Q) c CY(Q) (als Mengen), jedoch besitzt Cg(Q) nicht die Relativto-
pologie von C/(Q), wie wir in einer Ubung sehen werden.

(4.7) Definition. (a) Fiur Q c R” offen und f : Q — R heif3t

supp f = {x € Q, f(x) # 0}

der Trdger oder Support von f.

(b) Wir sagen fiir eine Menge M C Q M liegt kompakt in Q, wenn M kompakt
ist und M c Q. Wir schreiben dafiir M cc Q.

(i) Cg(Q) = {f € CYQ) : supp f cc M} Funktionen mit supp f cC M haben Luft
zum Rand von Q:
dist(supp(f), 0Q) > 0,

denn sowohl supp f als auch 9Q sind abgeschlossen. Es gibt verschiedene Mog-
lichkeiten, Topologien fiir Cg(Q) zu wihlen:

(a) Cg(Q) c CY(M) mit Spurtopologie von der Metrik.

(b) Cg(Q) C Cf;(M) mit Spurtopologie von der Norm.

Diese Topologien sind jedoch nicht identisch.

Sei Q c R”" offen und C*(Q) = {f : Q@ — R,D*f existiert und ist stetig fur alle
a € NI} = Neen CY(Q). Wir definieren die Topologie wieder iiber eine Metrik durch
Seminormen

m_Pn(f—9) _ a
d(f.9) = m;NZ T+puf-g) pm(f) = max ID% flle,,) -

Mit dieser Metrik wird C¢(Q) zum Fréchetraum. Konvergenz in C*°(Q) bedeutet gerade
gleichmaflige Konvergenz aller partiellen Ableitungen auf jedem Kompaktum, das in
Q enthalten ist. Auch dieser Raum ist nicht normierbar mit einem analogem Argument
wie bei den stetigen Funktionen auf Q.

Sei Q C R” offen und C*(Q) = {f € C¥(Q) : supp f CC M} der Raum der Testfunk-
tionen. Ein Beispiel fiir so eine Funktion ist

Flx) = {ceXP (_H;xIZ) , x| <1

0, x| > 1

wobei Q = B!”“’(O), | -] =1]-ll, und ¢ € R konstant. Offensichtlich ist C;°(Q2) C C*(Q).
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Wenn man auf C;°(€2) jedoch die Spurtopologie wihlt, bekommt man spater Probleme
(bestimmte Funktionale auf C;°(€2) sind nicht mehr stetig, wie wir in einer Ubungsauf-
gabe sehen werden. Man nennt Funktionale auf C;°(Q) auch Distributionen). Aufer-
dem wire der C;°(Q2) mit dieser Metrik nicht vollstindig — der Trager der Grenzfunk-
tion muss nicht mehr beschrénkt sein.

Definition. Sei M € X und X ein linearer Raum. Dann heif}t
k k
conv(M) := {x:3a; > 0,x; e M,i € {1,...,k}: Zai = 1,Zaix,~ =x}
i=1 i=1
die konvexe Hiille von M.

Aus Griinden, die erst spéter zu verstehen sind, wéhlt man auf Cj° (Q) folgende lokal-
konvxe Topologie: Setze

o NElleng
— k oo
GE kEZNz T g (€G®@

Sei (Dj)jen eine Ausschépfung von Q mit offenen Mengen, also D; C Dj,1,D; CC
Q, Ujen Dj = Q. Eine mégliche Wahl wire beispielsweise D; = K7, wobei die K; wie
oben sind. Fiir ¢ = (¢j)jen € R™, ¢; > 0 fiir alle N definieren wir eine Umgebungsbasis
der 0 € C°(Q) durch alle Mengen

U, := conv U{§ € Gy : p(&) < g} € G (Q).
jeN

mit ¢ = (¢j)jen € R™, ¢ > 0 und endliche Schnitte davon. Andere Umgebungen umge-
ben sich durch Translation. Die so definierte Topologie nennen wir 7 und den Raum
C°(Q) auch D(Q). Es stellt sich heraus, dass diese Topologie tatsachlich unabhéngig
von der gewahlten Ausschopfung ist. Aulerdem ist (D(Q2),7p) ein topologischer li-
nearer Raum, das heif3t, die Vektorraumoperationen sind stetig.

(4.8) Lemma (Charakterisierung offener Mengen in D(Q)). Es gilt
O€ Tp & VEe€OFe=(e)ien € RV, e;>0:e+U, CO.
Das heif3t, die Topologie Tp, und die Topologie
Tp = {0 c CQ(Q) : VE € 0Fe = (g))jen € R™, ;> 0: ¢ + U, C O}
sind gleich.

Beweis. Ubung. u
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(4.9) Korollar. Die Mengen U sind bereits eine Umgebungsbasis der Null. Nach
Definition sind sie aber auch Konvex, das heifSt (D(Q), Tp) ist ein lokalkonvexer
Hausdorff-Raum.

(4.10) Satz. &, — 0 =
m—00

(i),  Es existiert D offen mit D CC Q und &, € C°(D) fiir allem € N
(ii), Fir jedesk € N gilt: ||Ep|| w5y —— 0
CH(Q) m—oo

Beweis. Zeige nur ,&=". Sei dazu (&,)men eine Folge mit (i) und (ii). Wahle nun D; von
oben mit D C Dj (j ist fest). Sei nun ¢ = (&)ien, & > 0 gegeben. Dann miissen wir
zeigen, dass fiir alle m > mg schon &, € U gilt. Zunichst sind nach (i) &, € C;°(D;) .

Auflerdem gilt
N ”gm”ck(g) K
p(éfm)S Z 1+||§ ” + Z 2 < §&j.
k= mllck(Q) k=N-+1
[
wegen (i)<e;/2 fiir m > mo(e;, N)  <ej/2 fiar n grof genug [

(f) Betrachten wir nun Lebesgue-integrierbare Funktionen. Bereits eingefithrt wurden die
Raume £P(Q) und LP(Q), 0 < p < oo, wobei Q € R" offen. Diese sind fiir 1 < p < oo
normiert, und fiir 0 < p < 1 quasi-normiert. Fiir p = oo setzen wir

L7(Q):=={f: Q > RU {—0c0, 00}, f messbar und fast tiberall beschrankt}.

Damit haben wir offenbar
C(Q)NB(Q) Cc L% (w).

Sei
£l ;e0(0y := supess|f(t)] ;= inf sup |f(2)].
Flle=o) tzQ / MCQNMteQFM !
Dann gilt fir f € £L2(Q)
If]l =0 < f =0 fast tiberall

Mit N = {f € £2(Q) : ||f]l = 0} wird

(@) = (LN, [0

zu einem normiertem Raum.

Vorlesung vom Donnerstag, 9. November fehlt (ge-
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nauso wie vermutlich alle weiteren Donnerstagsvor-
lesungen ab jetzt)
Seien f, — f € IP(Q), h € C;°(Q). Dann

tin [ fomd = [ on

denn

A@ﬁ%fmmmmg

Holder
< M[supp(W)]"4 (| fo = £l = O-

hlen(t) - f(D)ldt

supp

§5 Beschrankte und kompakte Mengen in metrischen linearen
Raumen

Wir wissen bereits nach dem Satz von Heine-Borel, dass eine Teilmenge K C¢ R" genau
dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist. Beschranktheit bedeutet hier
in einer (beliebigen, da alle dquivalent) Norm.

Nun wollen wir so ein Konzept fiir Beschranktheit auch in allgemeinen metrischen (topolo-
gischen) linearen Rdumen finden.

Problem. Die natiirliche Ubertragung d(x,0) < M, x € B definiert keine Beschrinktheit.
Griinde dafiir sind:

(a) In einigen metrischen Raumen gilt ohnehin d(x,0) < 1 fir alle x € X.

(b) Ist d eine Metrik auf X. Dann ist d:= I_‘f—d < 1 eine zu d dquivalente Metrik auf X, wie
wir in Topologie gesehen haben.

(5.1) Definition. Sei (X,T) ein topologischer linearer Raum, B C X heif3t beschrdnkt, falls
zu jeder offenen Umgebung U von 0 € X ein o > 0 existiert, so dass B C aU = {au : u € U},
das heif3t jede Nullumgebung lasst sich so weit ,,aufblasen®, dass sie B tiberdeckt.

Bemerkung. Der Begriff ,Beschranktheit® hangt also von der Topologie ab.
(5.2) Satz. Sei (X,d) ein metrischer linearer Raum, dessen Metrik gemdf3[Satz 3.9 von
abzdhlbar vielen Seminormen (p,)nen induziert ist. Dann ist eine Teilmenge B ¢ X

genau dann beschrdinkt, wenn fiir jedes k € N ein My > 0 existiert mit pi(x) < My fiir
allex € B.
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Beweis. ,=": Sei k € N gegeben. Setze r := =47 und U := B, (0). Da B beschrinkt ist, gibt

2k+
esa = ai > 0, dass

B C aU = aB,,(0)
©a 'B C B, (0)
& d(a™'x,0) < R Vx € B

Dann gilt schon pr(x) < M := a fir alle x € B, denn

= > d(a'x,0 > 2F Pl ) _ ok o 'pe(x) .
2k+1 kB T=e T +pk(0!,;1x) 1+ a,ZlPk(x)
Also mit 5 := a,zlpk(x) gilt % > ﬁnq, also n < 1 oder pi(x) < My fiir alle x € B.

»<": Sei also pr(x) < My fur alle x € Bund k € N. Wir miissen nun zeigen, dass es fiir jedes
r > 0ein a > 0 gibt mit B C aB,(0), also a !B C B,(0). Sei also r > 0 gegeben. Wihle nun

mo € Nmit 3,7 27" < r/2. Wihle & > 0 mit }}7°, 2_”13;1_]}41\"4]( < r/2. Dann gilt fir alle
x €B

-1 Mo -1 &

-1 -n a pn(x) —n a pn(x) -n

=Y o< Ny ) 2 2+r/2=r.
d(a "x,0) T+ o () < T+ o () + <r/2+r/2=r

neN n=1 n=my+1

(5.3) Korollar. Sei (X, ||-||) ein normierter linearer Raum, Dann ist eine Teilmenge B C
X genau dann beschrdnkt, wenn M > 0 existiert mit ||x|| < M fiir alle x € B.

Beweis. Wihle p;(x) = ||x|| und px = 0 fiir k > 2 und verwende den vorherigen Satz. ]

(5.4) Bemerkung. Kugeln B,(0) in (X, d), wobei d wie in [Satz 3.9} sinid also immer unbe-
schrankt, weil nichttriviale Unterraume M,, C B,(x) existieren. Insbesondere ist dies giiltig
in den Rdumen K*, C(Q), C/(Q) und C®(Q).

(5.5) Definition. Ein topologischer linearer Raum (X, 7') heifit lokalbeschrinkt, falls 0 € X
eine beschrankte Umgebung besitzt.

(5.6) Bemerkung. Normierte Rdume sind lokalbeschrankt und lokalkonvex. Es gilt aber auch

die Umkehrung:

(5.7) Satz (Kolmogorov). Ein topologischer linearer Raum (X, T) ist genau dann nor-
mierbar, das heifSt, die Topologie wird von einer Norm induziert, wenn (X, T') lokalkon-
vex und lokalbeschrdinkt ist.
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Beispiel. Die Riume K*®, C(Q), C/(Q) und C*(Q) sind nicht lokalbeschrinkt, aber lokalkon-
vex. Somit sind sie auch nicht normierbar. Auch Lf(0, 1) mit 0 < p < 1 ist nicht lokalkonvex,
aber lokalbeschrankt, also nicht normierbar.

(5.8) Definition. Sei (X,7) ein topologischer linearer Raum. Eine Umgebung U der Null
heif3t kreisformig oder balanced, falls

tUc U, |t|<1

(5.9) Lemma. Sei (X,7) ein topologischer linearer Raum. Dann besitzt die Null eine
Umgebungsbasis aus kreisformigen Mengen.

Beweis. Ubung. |

Warnung. Metrikkugeln miissen im Allgemeinen nicht kreisférmig sein (obwohl die uns
bekannten Kugeln dies sind). Gegenbeispiel: X = R, d(x,y) := ny 14+ Tr_(s) ds‘.

(5.10) Lemma. Sei (X, T) ein topologischer linearer Raum undV € T eine Umgebung

der 0. Dann gilt
X = U nv.

neN

Beweis. ,D% Kklar.

»,C:Seix € X. Setze 5, = 1/n,n € N. Dann gilt

Bux —— 0,
n—oo

also 3, € V fiir n > ny. Damit haben wir aber x € nyV. [

(5.11) Satz. Sei (X, T) ein topologischer linearer T,-Raum und K C X kompakt. Dann
ist K abgeschlossen und beschrdnkt.

Definition. Falls auch die Umkehrung gilt, dann besitzt X die Heine-Borel-Eigenschaft.
Warnung. Im Allgemeinen ist die Umkehrung falsch.

Beweis. Nach einer Ubungsaufgabe ist K bereits abgeschlossen. Also miissen wir nur zeigen,
dass K auch beschrankt ist. Sei V' € T eine Nullumgebung. Sei W C 7 eine kreisformige
Umgebung der 0, die ganz in V enthalten ist. Da

KCX:UnW

neN
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eine offene Uberdeckung von K ist, besitzt diese wegen K kompakt eine endliche Teiliiber-
deckung

N
(*)
K C UniW:nsW, ng<ng<...<ns,

i=1

also folgt die Behauptung mit o = n;. (x) gilt wegen der Kreisférmigkeit und ‘Z—;‘ <1 |

Bemerkung. Ohne die Hausdorff-Eigenschaft gilt dies nicht. Gegenbeispiel: X = R mit der
Klumpentopologie. Dann ist jede Teilmenge von R kompakt, aber nur () und R sind abge-
schlossen.

(5.12) Definition. (a) Ineinem topologischen Raum (X, 7') heifit eine Menge A C X relativ
kompakt, falls A kompakt ist.

(b) In einem metrischen Raum (X, d) heif3t eine Menge A C X prdakompakt, falls fiir jedes
¢ > 0 die Menge A von endlich vielen Béllen mit Radius ¢ iiberdeckt werden kann.

(5.13) Satz. Sei(X,d) ein metrischer Raum, ) # A C X. Dann sind dquivalent:
(a) A ist kompakt.
(b) A ist folgenkompakt.
(c) (A,d|axa) ist vollstandig und A prakompakt.

Beweis. (a) < (b) wurde bereits gezeigt. Wir zeigen nur (b) = (c): Sei (x,)nen C A eine
Cauchy-Folge. Nach (b) besitzt (x,),en einen Haufungspunkt x*. Da (x,),en Cauchy-Folge
ist, konvergiert (x,)nen schon gegen x*. Damit ist A vollstiandig.

Angenommen, A wére nicht prakompakt. Dann gibt es ¢ > 0, so dass A keine endliche
Uberdeckung mit e-Kugeln besitzt. Dadurch kann man eine Folge (xi)recx definieren, mit
d(xx, xj) > ¢ fur k # j. Dann besitzt (xi)rex offensichtlich keine Cauchy-Teilfolge, also auch
keinen Haufungspunkt. Also A prakompakt. ]

Hier fehlt eine Vorlesung.

§6 ?

(6.1) Satz. 3.6.4

Hier gilt M = inf{c > 0 : mit C gilt (5) }.

Beweis. (1) & (2) schon gezeigt.

(3) © (4) klar durch die Charakterisierung von beschrankten Mengen in normierten Raumen
und Ausnutzung der Linearitit.
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(2) = (4). Sei T stetig in x*. Wihle ¢ > 0, so dass T(B:(x*)) € By(T(x*)). Dann gilt fiir alle
X € El(O)

x* + ex € By(x")
und T(x*) + eT(x) = T(x* + ex) € By(T(x")), das heif3t eT(x) € B;1(0) oder [|T(x)||y < % =M
(4) = (5). Fur x # 0 gilt

ITGOIl < [l

X
LS

]|

also gilt die Aussage mit C := M.
(5) = (1). Fur x, x; € X gilt

ITGe) = TGl = ITCe = x)ll < Cllxll =21 == 0.
Damit ist T stetig in x;. u

(6.2) Korollar. Sei die Situation wie in 6.4 Ist T zusdtzlich bijektiv, so ist T genau dann
ein Homdéomorphismus, wenn es Konstanten m, M > 0 gibt mit

m|lx|| < [Tl < M |lx]]

firallex € X

Beweis. klar. [}

Warnung. T linear, bijektiv und stetig impliziert selbst in normierten Rdumen noch nicht,
dass auch die Inverse Abbildung T~! auch stetig ist, wie wir in der Ubung sehen werden.
Sind X und Y aber Banachraume, so gilt dies aber (Satz von der offenen Abbildung).

Nun zur Charakterisierung von Stetigkeit in metrischen linearen Rdumen.

(6.3) Satz. SeiT : X — Y linear, X, Y lineare metrische Rdume. Dann ist T genau dann
stetig, wenn T beschrdnkt ist.

In topologischen linearen Raumen gilt dies jedoch nciht.

(6.4) Satz. 3.6.7

Beweis. Nur ,,&<": Nach 6.6 reicht es, Beschrianktheit von T zu zeigen, also dass, wenn B ¢ X
beschrénkt ist, auch TN?) C Y beschrankt ist. B C X ist genau dann beschrénkt, wenn fiir
alle k € N C¢ > 0 existieren mit pg(x) < Cy fur alle x € B. Nach Voraussetzung ist dann
aber auch fiir alle x € B

Gn(TX) < Mp(Cpy + ... + Cp,) = Ko,
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was nach 5.2 heif3t, dass T(B) beschrankt in Y ist. ]

(6.5) Definition. Seien X, Y topologische lineare Raume. Dann bezeichnet £(X,Y) := {T :
X — Y : T linear und stetig } den Raum der stetigen (beschrdnkten) Operatoren. Im Spezialfall
Y = K sei X’ := L(X,K) der Raum der stetigen Funktionale oder auch der Dualraum von X.

Bemerkung. (a) L£(X,Y) ist wieder ein linearer Raum.

(b) Metrische lineare Raume haben Dualrdume, die im Allgemeinen nicht mehr metrisier-
bar sind.

(c) X’ = {0} ist moglich, wie wir in der Ubung sehen werden
(d) Ist X jedoch normierbar, so folgt aus den Hahn-Banach-Satzen, dass X’ nichttrivial ist.

(e) Falls X und Y normierte Raume sind, dann wird £(X, Y) ebenfalls zu einem normierten
Raum mit der Operatornorm

ITI == TNl . x.v) = sup{llxllx < 1} [|Tx|ly = inf{C > 0:Vx € X : |Tx|| < C|lx||}.
Das heifdt, wir haben

Vx e X+ [Tx|ly < Tl Mlxllx (3.2)

Also haben wir
I(Ty + To)x|| = [|Tix + Tox|| < |Tax|| + | Tox|| < (T2l + I T211) llx]]

und somit Ty + T, € L(X,Y)und ||T; + Tz|| < ||T1|| + ||Tz|| nach (3.2).
(f) Auf L(R",R™) ergeben sich die bekannten Matrixnormen.

(6.6) Satz. Seien X,Y normierte Riume, Y vollstindig. Dann ist L(X,Y) ein Banach-
raum. Insbesondere ist X' immer ein Banachraum.

Sei Z ebenfalls ein normierter Raum. Ist T € L(X,Y),S € L(Y,Z), soist ST € L(X,Z)
und [|ST|| . z) < [ISIITI-

Beweis. Es ist nur noch die Vollstandigkeit zu zeigen. Sei dazu (T,),en eine Cauchy-Folge in
L(X,Y). Das heift, fir jedes £ > 0 existiert ein Ny mit ||T,, — Tp,|| < € fiir n, m > Ny. Also mit
|| Thx — Tux|| < ||Tn = Tl llx]] < €]|x|| fur alle x € X und n,m > Ny. Insbesondere ist
(Tx)nen eine Cauchy-Folge in Y. Da Y vollstandig ist, besitzt diese Folge einen Grenzwert
yx € Y. Wir definieren eine Abbildung

T:X —>Y,x— yy.

Dann ist T linear, weil alle T, linear sind. Also ist nur die Stetigkeit von T und die Konver-
genz von (T,)en gegen T zu zeigen. Fur die Stetigkeit bekommt man unter Verwendung der
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Dreicksunglechung direkt
Tl = ITlll < ITw = Tl <& Vn,m > No,

also eine Cauchyfolge (||T,||),en in R, die wegen der Vollstandigkeit von R konvergent, also
insbesondere auch beschrankt ist. Damit gibt es M > 0 mit ||T,|| < M fur alle n € N, also

mit

ITxll == ITwx]l < MIx[|, Vx € X,
also die stetigkeit von T. Jetzt zur Konvergenz: Fur ||x|| < 1 gilt
|Thx — Tux|| <&, VYn,m> Ny,
also durch Grenzwertbildung n — oo
|Tnx — Tx|| <&, Vn> Ny,

und mit (3.2)
ITo~Tll = sup | Tox—Tell <&, Vnz N,

llxll<1
das heifit T,, — T wie gewiinscht.

Fir den Zusatz haben wir
ST < [ISI T[] < ISIITI ]I -

Da das fiir alle x € X gilt, haben wir ||ST|| < ||S|| ||T]|. ]

(6.7) Korollar. Ist X ein Banachraum, dann ist L(X) := L(X, X) eine Banachalgebra,
das heifit ein vollstindiger normierter Vektorraum mit einer Multiplikation, so dass fiir
T,S € L(X) gilt:

ITSIE< ITIISI -

(6.8) Bemerkung. Ist T € £(X,Y), so ist ker T als Urbild der abgeschlossenen Menge {0}
stets abgeschlossen in X. Das Bild hingegen R(T) := im T ist im Allgemeinen jedoch nicht
abgeschlossen. Wann sind Elemente in £(X) invertierbar?

(6.9) Satz. Sei X ein Banachraum und T € L(X) mit limsup ITIV™ < 1. Dann ist
m—0o0
(id-T)! € £(X) und es gilt

m (o]
(d=T)" = limpmeo Z T = Z T € L(X).
n=0 n=0
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mit Konvergenz in L(X).
Beweis. Wiahle my und © < 1 mit ||T"|| < ©" fur n > mg. Fur S Zﬁ:o T" gilt dann fiir
my < k<l

l

2T

n=k+1

l l

< Y s Y er<e kiz N

n=k+1 n=k+1

1S; — Skl =

Damit ist (Sg)ken eine Cauchy-Folge in £(X) und somit konvergent. Sei S der Grenzwert.

Dann gilt fiir jedes x € X auch Sgx M Sx, also damit ist fiir alle x € X

k—oo

k
(id-T)Sx = lim (id =T)Skx = lim Z(T” —T"Nx = lim x - TF'x = x.
k—oo k—o0 = k—o0

Damit ist (id —T)S = id. Da sich analog S(id —T) = id auch zeigen lasst, folgt die Behauptung.
|

(6.10) Lemma. 3.7.6

Bemerkung. Mit ® = 1 geht es nicht immer. Gegenbeispiel: Sei X = C[0, 1] N {x(0) = 0} und
M={xe X:g fol x(t)dt = 0}. Dann ist M ein abgeschlossener linearer Unterraum, weil
T:X >R, /01 - stetig ist und somit M = T~1({0}) als Urbild einer abgeschlossenen Menge

in R abgeschlossen ist. Angenommen, (© = 1), es existierte ein xg = xcX mit ||x||; = und
|[x — x1]| = 1 fiir alle x € M. Dann setze

1
x1(t)dt
c(y) == —/0 - ! eR
| y(t)dt
fur alle y ¢ M. Man beachte, dass dies wohldefiniert ist. Dann ist x; — c¢(y)y € M, al-
1
so1 < Jlx—c(y-xll = le@lllyll. Dann [ xic(y)y dt = 0 oder i < [lyll oder

Vol y(t) dt‘ < Uol x1(t) dt) ly|l fiir alle y € X \ M). Wihle y,(t) = t'/" € X, also ||y,|| = 1. Es

/01 yn(t)dt’ < /01 xl(t)dt’ < 1furalle n € N, also /01 x1(t)dt = 1 und x,(t) < 1, was aber
bereits impliziert, dass x; identisch 1 ist. Damit ist x; ¢ X.

gilt

(6.11) Satz. 7.7
Beweis. <" war Korollar 7.4.

,=" Angenommen, dimX = oo. Sei S! := {x € X : ||x|| = 1}. Da S! abgeschlossen und
beschrinkt ist, ist S nach Annahme kompakt. Wihle x; € S! und M; := span{x;} ¢ X.
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M; ist ein abgeschlossener Unterraum nach Korollar 7.5. Nach Ries existiert ein x, € S; mit
[|x2 — x1]| = © := % Setze nun M, := span{xy, X, }. Da M, ein abgeschlossener Unterraum ist,
existiert ein x3 € S; mit ||x3 — x|| > © fiir alle x € My, also insbesondere ||x3 — x;|| > © = 1

2
und ||x3 — x| = © = % Iterativ (da dimX = oo) existiert x, € S; mit ||x,, — x| > %
fir m > n. Somit haben wir eine Folge (x;),en ohne Hiaufungspunkt in S' gefunden im
Widerspruch zu S! kompakt. m

Damit sind in unendlich-dimensionalen normierten Raiumen weder die Sphéren noch die
abgeschlossenen Kugeln kompakt.

(6.12) Definition. Ein topologischer linearer Raum X heif3t lokalkompakt, wenn 0 € X eine
Umgebung U besitzt, deren Abschluss kompakt ist.

(6.13) Korollar. Sei X normiert, dim X = co. Dann ist X nicht lokalkompakt.

Beweis. Angenommen, dass doch. Dann gibt es r > 0, so dass S, = {x € X : ||x|| = r} c U.
Da U nach Annahme kompakt ist und S, abgeschlossen, ist S, ebenfalls kompakt. Das ist ein
Widerspruch. m
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Kapitel 4
Unitare Raume und Hilbertraume

§1 Grundbegriffe

Sei wieder K = R oder K = C.

(1.1) Definition. Sei X ein linearer Raum iiber K. Eine Abbildung (:,-) : X X X — K heif3t
Skalarprodukt auf X, falls gilt

(U1) (x,x) > 0 fir alle 0 # x € X.

(U2) (x,y) = (y,—x) fir alle x,y € X.

(U3) (x,ay + fz) = alx,y) + f(x,z) furalle o, f € K, x,y,z € X.

(X, (=, —)) hei3t Skalarproduktraum, unitdrer Raum oder Prihilbertraum.

Bemerkung. Offenbar ist (—, —) in der ersten Komponente konjugiert linear.

(1.2) Satz. Sei (X, (—,—)) ein unitdrer Raum. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Durch ||x|| = +/{x,x) wird eine Norm definiert. Dadurch wird jeder unitdre
Raum auf natiirliche Art und Weise normiert und trdagt dadurch die induzierte
natiirliche Topologie.

(b) 1{x,y)| < llx|| llyll mit Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhdngig
(Cauchy-Schwarz-Ungleichung).

(©) llx +ylI* + llx = yll* = 2(llx|I* + llyll*) (Parallelogrammgleichung),
(d) FirK =R gilt

oy = - (lx+yll* = llx = yll?)

RN,

firk =C

(Il +yll® =l = ylI* = i llx + iyll* + i llx — iyll) .

FNYI,

(x,y) =

Beweis.  (a) Einfaches Nachrechnen unter Verwendung von (b)



1 Grundbegriffe

(b) Fir y = 0 ist die Behauptung klar. Sei also y # 0, « € C. Dann

(x +ay,x + ay) = (x,x) + @y, x) + a{x,y) + |a|*(y, ).

Speziell fiir & := — =% ergibt sich

L I €55 ) B L

~ tex) |(x, y)?|
(Y, y) (Y, y) (y,y) ’

0<(x+ay,x+a+)=(x,x)— G

Durch Umstellen ergibt sich

%
ez

Die CSU erhélt man durch Wurzel ziehen. Gleichheit gilt genau dann, wenn

=[xyl < xI* llyl*.

(x+ay,x+ay)=0 & x+ay =0,

also wenn x und y linear abhéngig sind.
Es gilt
lx = ylI* = [lx[I* £ 2Re(¢x, 1)) + [lyll*

Addieren dieser Gleichungen fiir + und — ergibt die Behauptung.
Es gilt

-+ ylP=llx = ylI2 = (lxl>+2 Re x, g+ 1yl1)—(lxlI*— 2 Regx, y) + Iy 1%) = 4Re(x, ).
Analog haben wir

—illx+iyl> +illx—iyl® = ... = 4iIm(x, y),
was die Behauptung impliziert. ]

(1.3) Satz. Sei (X, ||:||) ein normierter Raum, der die Parallelogrammgleichung erfiillt.
Dann definieren

eoy) = - (e +yll* = lIx = yll?)

L

und .
gy =7 (Il + yll? = llx = ylI* = i lx + iy lI* + i |lx = iyl|*) .
Skalarprodukte auf X (fiir K = R bzw C).

Beweis. Stupides nachrechnen (oder so dhnlich). |
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1 Grundbegriffe

(1.4) Bemerkung. (a) Die Paralellogramgleichung ist also charakteristisch fiir unitére Rau-
me.

(b) (C(S), ||‘|l) mit S ¢ R"™ kompakt erfiillt dies nicht.

(c) Die Abbildung (—, —) in unitdren Raumen ist stetig in beiden Komponenten als unmit-
telbare Konsequenz aus der Stetigkeit der Norm.

(1.5) Definition. Einbeziiglich der Norm ||—|| := 4/(—, —) vollstdndiger unitarer Raum (X, (—, —))
heif3t Hilbertraum.

Hier fehlt eine VL.

(1.6) Korollar. § erfiillt die Gleichung aus dem vorherigen Satz genau dann, wenn (x —
J) LY gilt.

Beweis. ,&<":Seialsogj € Ymitx—7 L Y,alsox -7 L (§ —y) fir y € Y beliebig. Dann gilt
mit Pythagoras

I =yl = llx =g+ g = ylI* = llx = glI* + 1§ = ylI* > llx ~ gII*,
was die Behauptung impliziert. ]

Bemerkung. Damit gilt im Hilbertraum das Riesz’sche Lemma (3.7.6) mit © = 1. Setze dazu
Xo=1 = ”ﬁ—:z” fiir ein x ¢ Y. Dann st ||xg|| = 1 und fiir alle z € Y gilt ||z — xg||*+2 Re{z, xe) +

||X@||2 >1=0.

(1.7) Satz. EsseiY ein vollstindiger Unterraum eines unitdren Raums X. Dann existiert
zu jedem x € X eine eindeutige Zerlegung der Form

xX=y+v

mity € Y undv € Y+, das heifit X = Y ® Y*.

Beweis. Jedes x € X lasst sich als x = §j + (x — 7j) schreiben, wobei §j wie im Vorherigen Satz
ist. Dann ist § € Y und (x — §) € Y. Fiir die Eindeutigkeit seien x = y; + v; = y, + v zwei
Darstellungen von x mit y; € Y,v; € Y*,i = 1,2. Dann y; — y, = vy — vy, wobei die linke
Seite in Y ist und die rechte in Y+, aber Y N Y+ = {0} nach einem vorherigen Resultat, also
y; =y und v; = v,. [ ]

Bemerkung. Weil fiir jedes x € X das Element y = §j(x) € Y in dieser Darstellung eindeutig
ist, lasst sich dadurch eine Abbildung P : X — X, x + y definieren. Diese Abbildung ist eine
Projektion, das heifit P o P = P. Wir schreiben fiir P auch projy : X — X mit Wertebereich
imP =Y und Ply =id |Y~
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1 Grundbegriffe

(1.8) Korollar. Falls M c X ein Unterraum des Hilbertraums X ist, dann gilt
M = (M),

Beweis. ,,C“ wurde bereits in Definition 2.1 gezeigt.

,D“ Falls (M) L# M, dann existiert x, € (M) \ M. Da X ein Hilbertraum ist, ist M voll-
standig. Nach dem Satz vom orthogonalen Komplement gibt es eine eindeutige orthogonale
Zerlegung von xo = %o + he mit £ = projy(xo) € M und xt € (M)*. Da xt € (M)*, ist
auch x; € (M)* und xo € (M*)*, also insbesondere (xo, x;") = 0. Das bedeute mit Hilfe der

Zerlegung
~ ~ 2
0= <x07x()L> = <X() +xd_axé_> = <x0axd_> + <xd_9xd_> = <xd_7xd_> = ||xd_|| .

somit ist bereits x;- = 0, also xy = £y € M. Damit ist M = (M*). |

IPCOll

Tl 1, denn

Bemerkung. Die Abbildung P ist beschriankt mit Operatornorm ||P|| = sup
x#0

fir jedesx =y +omity € Y,v € Y* gilt
IPGOII® = [[y?]| < lyll* + 2Re(y, v) + [lol|* = lly + ol|* = |Ix]|*.

Desweiteren ist P symmetrisch, das heif3t fiir alle x1, x, € X ist

(P(x1), x2) = (x1, P(x2)).

Istxy =y1+ vy, x2 =y, +vymity; € Y,v; € Y+,i=1,2, dann ist

(P(x1), x2) = (Y1, X2) = (Y1, Y2 + v2) = (Y1, Y2) = (Y1 + 01, Y2) = (x1, P(x2)).

(1.9) Korollar. Es SeiY # {0} ein vollstindiger Unterraum des unitdren Raums X mit
der Projektion P = projy : X — Y C X. Dann gilt

(a) x — P(x) LY fiirallex € X.
(b) P ist symmetrisch.
(c) P ist beschrdnkt mit Operatornorm ||P|| = 1.

Beweis. (1) und (2) wurden bereits gezeigt. Bei (3) fehlt nur noch ,>“ Da Py = id|y und
Y # {0} ist das aber ebenfalls klar. ]

Zentral in der Hilbertraumtheorie ist der Begriff der Hilbertraumbasis.

(1.10) Definition. Ein Orthonormalsystem (éx)xen eines unitaren Raums X heif3t eine Ortho-
normalbasis oder eine Hilbertraumbasis, falls eine der folgenden dquivalenten Bedingungen
erfillt ist:
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(a) Fur alle x € X gilt die Vollstandigkeitsrelation

= 3o -

l1m

(b) Fir alle x,y € X ist

(xy) = > (Ex) (éy).
k=1
(c) Fir alle x € X gilt die Parseval-Gleichung

o
2 A 2
Il = " ek )P
k=1

Beweis. Ubung.

Bemerkung. (a) Statt (a) kann man auch

n (o)
x = lim ) (6 x)é = ) ()
n—o0o
k=1 k=1

schreiben. Dies nennt man die Fourier-Reihe von x.

(b) Die approximierenden Elemente

n
Z(ék,x>ék
=1

1 Grundbegriffe

liegen offenbar in span S wenn S = {é : k € N} ist, was sich nicht notwendigerweise
auf den Grenzwert ibertragt. Falls X aber vollstandig ist (also ein Hilbertraum), so sind

diese Aussagen dquivalent zu span S” - x

(1.11) Satz.  (a) Fiir einen unitdrer Raum X gilt: Jede Hilbertraumbasis ist auch ein

vollstindiges Orthonormalensystem.

(b) Ist zusdtzlich X ein Hilbertraum und (éx)ren ein vollstindiges Orthonormalen-

system, dann ist (éx)ren auch eine Hilbertraumbasis.

Beweis.  (a) Sei S wie oben. Sei x € X mit x L S. Nach (c) gilt dann

(o]

N 2 2
Dl ol = lxl?,
k=1 ~——

=0
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1 Grundbegriffe

also ||x|| = 0und x = 0.

(b) Seinun S ein abzdhlbares vollstandiges Orthonormalensystem und X ein Hilbertraum.
Fithre den Beweis indirekt. Angenommen, S wire keine Hilbertraumbasis. Dann gelten
die Eigenschaften (a)-(c) aus der Definition nicht und wegen der obigen Bemerkung ist

dann Y := spanS C X. Y ist also ein abgeschlossener Unterraum von X, und da X
Hilbertraum ist, damit vollstindig. Nach Satz 2.9 ist X = Y @ Y. Insbesondere ist also
Y+ # {0}. Damit gibt es ein x € X \ {0} mit x € Y+, also

(ér,x) =0

fiir alle k € N im Widerspruch zur Vollstandigkeit von S. ]

Frage. Hat jeder Hilbertraum H mit dim H = oo ein abzéhlbares vollstandiges ONS (also eine
Hilbertbasis)?

Die Antwort darauf ist nein, aber falls H zusatzlich separabel ist, dann ist sie ja. Dagegen ist
die Existenz eines vollstandigen Orthonormalensystems (also eventuell iiberabzéhlbar, also
keine ONB) kein Problem:

(1.12) Satz. In jedem Hilbertraum X # {0} gibt es ein vollstandiges Orthonormalen-
system. Es ldsst sich sogar jedes ONS Sy zu einem vollstindigen Orthonormalensystem
So mit Sy C Sy ergiinzen.

Beweis. Simple Anwendung von Zorns Lemma. ]
(1.13) Beispiel.  (a) Sei X = L%(0,27), K = R. Dann ist ein VONS in X gegeben durch

1 1 1
S={——tU{—cos(nx):n € N} U {—sin(nx) in € N}.
{ V2r } { Vr Vr
In der klassischen Fourieranalysis werden Entwicklungen nach diesem VONS S unter-
sucht. Man zeigt dort, dass span S beziiglich ||-||,, dicht liegt in Cpe([0, 277]) = {f :
R — R : f ist stetig und 27-periodisch }. Die Aussage von 2.13(2) und (2.10) liefert
nur die Begriindung fiir die Dichtheit von span S in ||—||;2.

(b) Durch (f,9), := /ab u(t)f(t)g(t) dt, wobei u > 0 und stetig auf (a, b), ist auf L*(a, b) ein
reelles Skalarprodukt definiert. Fiir verschiedene Gewichtsfunktionen y und verschie-
dene Wahlen von (g, b) erhalt man p-orthogonale Polynomsysteme durch Anwendung
des Gram-Schmidt-Verfahrens auf die Monome {¢' : i € Ny}.

(i) a=-1,b =1, p(t) = 1 liefert die Legendre-Polynome.

(i) a = —1,b = 1, p(t) = 1 liefert die Tschebyscheff-Polynome. Das stimmt nicht,
danke, dass du die Folie so lange gezeigt hast.
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(iii) @ = 0,b = oo, u(t) = 1 liefert die Laguerre-Polynome. Das stimmt nicht, danke,
dass du die Folie so lange gezeigt hast.

(iv) a = —00,b = oo, u(t) = exp(—t?) liefert die Hermite-Polynome.

(c) Ist X ein unitarer Raum mit ONB, kann er formal vervollstindigt werden: Sei also
(éx)ken C X diese ONB, dann ist

H:= {Z ckér : (Ck)ken € 52}
k=1

ist ein Hilbertraum, den man die Vervollstindigung von X nennt. Das Skalarprodukt
zwischen x = ) ;o i€k und y = Y ey dkéx wird definiert als

(o)

(x,y) = Zadk.

k=1

Tatsachlich kann H mit dem Koordinatenraum ¢? = £?(N) identifiert werden. Die Ab-
bildung

@ : *(N) - H, (ck)ken — Z Ckbr
=1

ist linear, bijektiv und normerhaltend wegen der Parsevalgleichung

o
2 A 2
Ixl® = " 1k )P
k=1

Also ¢2(N) und H isometrisch und insbesondere H vollstindig.

Der Satz 4.1 liefert also, dass die Abbildung J, : X — X,",y + y/ definiert durchy’ : X —
K, x — (y, x) bijektiv ist. Wir schreiben nun

(Ux@), x)) = (Ux@), x)xrxx = J()(y)[x] = (y, x).
Diese Abbildung ist sesquiliniear, das heif3t
Je@i +y2) = L(y1) + L(y2),  y1,y2 € X,

JIay) =a)(y), ack,

denn

(Uxlay), x)) = (ay,x) = a(y, x) = aJx(y)[x] = a({(Jx(y), x)) {{a)x(y), x)),

also X = X’ sesquilinear isomorph.
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Gilt da sauch topologisch? Die Topologie von X sei hierbei die von £(X, K), also die von der
Norm ||yl x/ x = supj <1 [¥'[x]] erzeugte.

(1.14) Satz. X und X’ sind Hilbertrdume und ], : X — X' ist kanonischer sesquilinea-
rer Isomorphismus, der die Norm erhdlt, also eine Isometrie.

Genauer gilt:

(@) (Y, yy)x = (Y1, Y2)x, wobei Jx(y1) = y3, Jx(y2) = y,, macht X" zum Skalarpro-
duktraum.

(b) Die durch {—, —)x’ induzierte Norm

1Y llx s = VY ¢y )xr

ist gerade die von X’ = L(X, K) bekannte, das heifit, ||y'||x. s = Y llx n-

(c) Da (X', ||=|lx’n) schon bekanntlich vollstindndig ist, ist (X', (—,—)) damit ein
Hilbertraum.

(d) J. : X — X ist eine Isometrie.

Beweis.  (a) Beispielsweise ist

r def —— — 7
(ay, Yo)x = (@y1,y2)x = a{y1, Y2)x = a{yy, Ys)x',

die anderen Eigenschaften folgen analog.

(b) Wegeny'[x] = (y,x) und |y lly. s = V(. y)x = V{y, y)x = Ilyll, das heifit, es gentigt,

zu zeigen, dass

1Y llx:n = sup [¥'[x]] = llylly firalley e X.

llxll<1

hierbei ist aber ,<“ gerade die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, fiir ,>“ wihle x =

ﬁ fir y # 0 (y = 0 ist sowieso klar).

(c) nichts zu zeigen.

(d) Jx : X — X’ ist eine Isometrie, denn y — J(y) = ¥ und ||/x(W)llx = 1Vl = llyllx
fur alley € X. ]
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Kapitel 5

Der Satz von Hahn-Banach und seine
Konsequenzen

§ 1 Fortsetzbarkeit linearer Funktionale

Wir fragen uns, ob sich Abbildungen so erweitern, dass gewisse Eigenschaften (wie z.B. Li-
nearitdt oder Stetigkeit) erhalten bleiben.

(1.1) Definition. Eine Abbildung A : M — Y heif}t eine Fortsetzung einer Abbildung A, :
Mo — X, falls

(a) My C M,
(b) Vx € My : Agx = Ax.
Wir schreiben dann A = Ay, .

(1.2) Satz. Seien (X, ||—||) und (Xo, ||—||) normietre Raume, X, C X dicht in X. Weiter
sei (Y, ||—|ly) ein Banachraum und Ay : Xo — Y stetig und linear. Dann gibt es genau
eine stetige lineare Fortsetzung A : X — Y von A auf X. Fiir diese gilt:

lAoll L ix v) = 1Al Lx.y) -

Beweis. Zeigen wir zunéachst die Existenz der Fortsetzung. Da X, dicht in X ist, existiert zu
jedem x € X eine Folge (x;,),>1, die ganz in X, liegt und gegen x konvergiert. Wir behaupten,
dass (Agxp)nen eine Cauchy-Folge in Y ist. Dazu beachte, dass

|Aoxn — Aoxmlly < ”AO“L(XO,Y) llxn = Xm|| —— 0.
n,m— oo

Da Y ein Banachraum ist, ist (Agx,)n>1 konvergiert, etwa gegen y. Wir setzen Ax := y. Zu-
niachst ist A wohldefiniert, denn wenn (z,),>1 eine weitere Folge mit lim,_, z, = x ist, dann
gilt z, — x, — 0 und

n—oo

14020 = yll < [|Aozn = Aoxull + [[Aoxn = yll < llAoll llzn = xall + lA0xn = yll —— 0.



1 Fortsetzbarkeit linearer Funktionale

Offensichtlich ist A eine Fortsetzung von A. Dass A linear ist, ist ebenfalls klar. Zur Stetigkeit
ist
| Ax|ly =

lim Agx,|| = lim [|Aoxally < lim [|Aoll ¢, v [1%nllx = [[Aoll lIx]l -
n—oo Y n—oo n—oo

Damit ist A beschrankt, also auch stetig.

Es gilt ||Aoll £ (x,.v) = lAll .(x,y): »=" ist aus dem Vorherigen klar. Fiir die andere Ungleichung
ist
ALy = sup [lAxlly 2 sup [[Ax]ly = [[Aoll.x, ) -

llx<1fl.xeX llx<1{].xeXo

Fir die Eindeutigkeit sei B : X — Y eine weitere stetige, lineare Fortsetzung von Ay. Wie
oben existiert zu jedem x € X eine Folge (x,)nen C X mit lim,_,« x, = x. Dann ist

Ax, = Apx, = Bx, VneN
und fir x € X
1Bx = Axll < [1Bx = Bxall + [|Bxy = Axall + [|Ax, — Ax|| —— 0,

da A und B stetig sind. Also Bx = Ax fiir alle x € X und damit B = A. ]

(1.3) Korollar. Ist A € L(X,Y), X,Y normiert sowie Y vollstindig und M C X dicht,
dann gilt: Falls Ax = 0 fiir alle x € M, dann ist A schon die Nullabbildung auf X.

Beweis. [ ]

Ist Xy nicht dicht in X, wird die Fortsetzung schwieriger.

(1.4) Satz. Auf dem linearen Raum X iiber R gebe es eine Abbildung p : X — R mit:
(i) p(ax) = ap(x) fiir allex > 0,x € X (positiv homogen)
(ii) p(x +y) < p(x) + p(y) fir alle x,y € X (subadditiv)

Weiter seine X ein linearer Teilraum von X und f, : Xo — R eine lineare Abbildung
mit
Vx € Xp : fo(x) < p(x).

Dann gibt es eine lineare Fortsetzung f : X — R wvon f;, welche die Ungleichung
respektiert, das heift

flx, =fo und VxeX: f(x)<px).

Bemerkung. Halbnormen oder Normen p Erfiillen die Voraussetzungen dieses Satzes.
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1 Fortsetzbarkeit linearer Funktionale

Beweis. Schritt 1. Wir setzen f; auf X; := X, @ span x; fiir ein x; ¢ X (existiert immer solange
Xo & X). Offenbar hat jedes x € X; eine eindeutig Darstellung als y = y + ax;, mit y € X,
a € R. Dann ist mit ¢ € R beliebig

f@x) = fly+a(x1)) = foly) + ac

eine lineare Abbildung X; — R, die f; fortsetzt. Wir miissen ¢ so wiahlen, dass f(x) < p(x)
fir alle x € Xj, also fo(y) +ac < p(y+ ax;) fur alle y € Xy, @ € R. Mit (i) ist diese Bedingung
aquivalent zu zwei anderen Bedingungen:

(@) Fira > 0: fo(y/a) + ¢ < p(y/a + x1).
(b) Fir a < 0: fo(—y/a) —c < p(—y/a — x1)

fur alle y € Xj. Der Fall « = 0 ist nach Annahme ohnehin klar. Um diese Bedingungen
erfiillen zu konnen, muss ¢ € R so gewahlt werden, dass

Yy1,y2 € Xo & fo(y1) — p(y1 —x1) < ¢ < p(y2 + x2) — fo(y)

Das ist moglich, da

fo(yr) + fo(y2) = fo(yr +y2) < p(y1 +y2) = p(y1 — x1 + y2 + x1) < p(y1 — x1) + p(yz + x1).
Folglich gilt

sup fo(y1 — p(y1 — x1)) < infyz € Xop(yz + x1) — fo(y2).
y1€X0

Schritt 2. Finde eine maximale Fortsetzung mit dem Lemma von Zorn. Betrachte dazu
{:X>Dy>Xo— R}:glx, = fo AVx € Dy:g(x) < p(x)}.
Diese Menge ordnen wir mit > definiert durch
h > g < hist Fortsetzung von g.

Nach dem Lemma von Zorn existiert eine maximale Fortsetzung g* von fy mit g*(x) < p(x)
fir alle x € X. Ware D, nicht X, so verfahre wie in Schritt 1 im Widerspruch zur Maximalitat.
Damit hat g* die gewiinschten Eigenschaften. ]

Bemerkung. (a) Ohne die Zusatzforderung f(x) < p(x) fir alle x € X ist die lineare
Fortsetzbarkeit trivial.

(b) Eine Fortsetzung fiir lineare Funktionale f; : Xy — K = C ist analog mdglich.

(1.5) Satz (5.3.1). Sei (X, ||-||) ein normierter Raum iiber R, M C X abgeschlossen und
konvex und 0 € M.
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1 Fortsetzbarkeit linearer Funktionale

Dann existiert zu jedem xo ¢ M ein f € X' mit

f(xo) >1AVxe M: f(x) < 1.
Die Hyperebene H = {x € X : f(x) =1+ ¢} fir 0 < € < f(xp) < 1 trennt also x, und M.

Beweis. Setze 2r := infycp ||y — xo|| (positiv, da M abgeschlossen). Sei N := M + B,(0) =
{z=y+u:yeM,ueB,(0)} ¢ X.Dann ist (i) N abgeschlossen und (ii) B,(0) C N, da
0 € M, insbesondere ist 0 € N°. (iii) ist N konvex: Es geniigt, zu zeigen, dass A = M + B,(0)
konvex ist, denn dann ist auch A konvex. Sei x; = y; + v;,y; € M,v; € B,(0),i = 1,2 und
a € (0,1). Dann ist

axi + (1 —a)xy = [ay; + (1 — @)yz| + [au; + (1 — a)v,].

eM €B,(0)

(iv) ist xp ¢ N. Angenommen, xo € N. Dann existiert eine Folge z, = y, + u, in A mit
zp — Xo(n — 00). Dann ist fiir ny hinreichend grof3

r
5 > ”Zno —x0|| = ”y"o—xo + u"O” > | ”yno—xon - ”u"on | >r.
~—— N——
>2r <r

Verwende nun das Minkowski-Funktional
pN(x):=inf{p >0:p 'x e N}, xe€ X.

Dieses hat die Eigenschaften
(@) pn(ax) = apy(x), a > 0,x € X (positiv homogen)
(b) pn(x +1) < py(0) + (). x.y € X (subadditiv)
(c) pn(x) <1 xeN
(d) Ist zusitzlich B,(0) C N, so gilt p,Nx) < r~* ||x]| fiir alle x € X.

Sei nun X, := span{xo} und f; : Xo — R linear definiert durch fy(xp) = pn(xo). Wir
behauptung, dass fy(x) < pn(x) fiir alle x = Axy € X,. Falls A > 0, so ist fo(x) = fo(Axp) =
Apn(x0) = pn(Axo) = pn(x). Falls A < 0, so ist wegen p, > 0 ohnehin fy(Axy) = Apn(xp) <
0 < pn(Axp). Da py die Bedingungen (i) und (ii) aus Hahn-Banach erfiillt, gibt es eine lineare
Fortsetzung f von fy mit f(x) < pn(x) fiir alle x € X.

Nun ist f stetig, also f € X’, denn fiir alle x € X gilt

[£Ge) = max{ £(x). ()} = max{ f(x). f(=x)} < max{pn (). pr(-x)}
o {nxn, ||—x||} e

r r
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2 Einbettung von X in seinen Bidualraum

Auflerdem erfillt f die Gleichung 3.1 (?), denn

f(x0) = folxo) = palxo) > 1

und fir x € M C N gilt
flx) <pn(x) < 1. m

§ 2 Einbettung von X in seinen Bidualraum

Zunachst zur Motivation: Sei X ein normierter linearer Raum. Dann existiert X’ und ist ein
Banachraum. Aber dann existiert auch X" := (X’)’ und ist ebenfalls ein Banachraum. Unser
ziel wird es nun sein, X in X” einzubetten.

(2.1) Definition. Die kanonische Abbildung J, : X — X” ist definiert durch

Jo(O)[x'] = (o), x"))xrxxr == ({x, ) )xrxx = *'[x] € K

firxe X,x' e X'.

Offensichtlich gilt fir x € X fest Jo(x) : X’ — K linear, aber Jo(x) ist auch stetig bzw
beschréankt: Dazu ist

JoGo)[x'T] = 1K€, x)) < {1 [lxr Nlxllx -
—_——
=M

Also ist Jo(x) € X”, also insbesondere J, wohldefiniert. Wegen der linearitit von Jj in x
schreiben wir statt Jo(x) auch Jyx.

(2.2) Satz. Die kanonische Abbildung J, : X — X" ist eine normerhaltende lineare
Einbettung von X in seinen Bidualraum X"

Warnung. J, ist in der Regel nicht surjektiv.
Beweis. Zur Injektivitat: Seien x1, x, € X mit Jyx; = Jox,. Dann ist fiir jedes x” € X’
(s x1)) = Joxa[x'] = Joxz[x'] = ((x', x2)),
also wegen Linearitit von x’
((x',x1 = x2)) = 0.

Mit Folgerung 2.3(1) folgt x; — x2 = 0.

Zur Isometrieeigenschaft bleibt zu zeigen: || Jox|| = ||x|| fir alle x € X”. ,<*: Aus (4.1) folgt
bereits

oGl = sup [Jo(x)[x] < [lxllx -

llxll<1
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2 Einbettung von X in seinen Bidualraum

»>": Zu xo € X existiert nach Korollar 2.1 ein x; € X’ mit ||x(’)| v = Lund x([x0] = [|x0][. Also

folgt
|Joxo[xo]l = ({0, x0)) = llxoll -
—_————
<l Joxoll x 7’
Da x beliebig war, gilt || Jox||x~» > [|x]|. |

(2.3) Definition. Ein Banachraum X heif3t reflexiv, wenn J, surjektiv ist, also X und X" iso-
morph sind vermége Jo.

Bemerkung. Ein unvollstindiger normierter Raum hatte offensichtlich keine Chance, refle-
xiv zu sein.

Warnung. ,vermoge J,“ in der Definition ist wesentlich, denn es gibt Beispiele mit X = X",
aber Jj ist nicht surjektiv.

(2.4) Satz. Jeder Hilbertraum H ist reflexiv

Beweis. Ubung. u

Bemerkung. Offensichtlich sind H und H” isometrisch isomorph: Denn H und H’ sind be-
reits konjugiert linear isomorph via Ji, X — X’ (Kapitel IV, §5, aus Ries’schem Darstellungs-
satz). Mit dem gleichen Argument sind H" und H” konjugiert linear isomorph via Jy-, also
H und H” linear isometrisch durch Ji o Jy. Dies geniigt aber nicht fiir den Nachweis der
Reflexivitat. Dafir miissen wir zu x” € H” ein x € H finden mit Jyx = x”.

Bemerkung. Wozu Reflexivitat gut ist, werden wir spéater im Kapitel iber schwache Topo-
logien genauer sehen. Beispielsweise ist B;(0) im reflexiven Banachraum X schwach folgen-
kompakt, das heifit jede Folge in B;(0) hat eine schwach konvergente Teilfolge mit Grenzwert
in B1(0). Dies ist zum Beispiel in der Variationsrechnung sehr wichtig.

(2.5) Definition. Eine Folge (x,)nen in einem normierten Raum X heifSt schwach konvergent
gegen x € X (in Zeichen: x, — x fiir n — c0), wenn

lim x'[x,] = x'[x]

fur alle x” € X’ gilt.

Bemerkung. Der Grenzwert (so er denn existiert) ist eindeutig. Denn ist x’[x] = x'[x] fiir
alle x” € X’, so folgt x = X mit Folgerung 2.3 (2).

Beispiel. Fiir (é;);en Hilbertraumbasis in einem separablem Hilbertraum X gilt

¢ — 0eX(i > o)
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2 Einbettung von X in seinen Bidualraum

Bemerkung. (é;);en ist nicht konvergent in der Normtopologie, die Folge ist noch nicht mal
Cauchy, insbesondere ist ||é; — 0|| / 0(i — o).

Beweis. Der kanonische Isomorphismus Jy : X — X',y — ¢’ mit y'[x] = (y,x) fur alle
x € X liefert
X' ={x":x" €X'} ={Jx(y): y € X}.
Zu zeigen ist lim x'[¢;] = x’[0] fir alle x” € X', also 4quivalent lim J,(y)[é;] = Jx(y)[0] fur
alley € X bzvslf._)ffm (y,é;) = (y,0) furalley € X. o
i—0co .

Sei also y € X fest gewahlt. Dann ist y = 3,2, @;é; mit o; = (é;,y). Es gilt 272, |a;]* < oo

(vgl Def 4.2.12). Damit folgt a; = (é;,y) — 0(i — o0), weil a € 2. Damit folgt die Schache
Konvergenz von (é;);en. [

(2.6) Satz. Sei M ein abgeschlossener Unterraum eines Banachraums (X, ||—||).
(a) Ist X reflexiv, so ist auch (M, ||—||) reflexiv.
(b) Ist X ist reflexiv, so auch X'.
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