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Motivation

Motivation

In der klassischen Analyis haben wir Funktionen im K", wobei K entweder R oder C ist, unter-
sucht. Dabei war das Betrachten von Eigenschaften wie Konvergenz, Stetigkeit und Differenzier-
barkeit sehr niitzlich. Die Funktionalanalysis beschéftigt sich nun mit vergleichbaren Problemen
in iiblicherweise unendlich-dimensionalen Funktionenrdumen. Hierfiir werden wir versuchen,
die aus der klassischen Analysis bekannten Untersuchungsmethoden zu verallgemeinern. Doch
zundchst ein paar Probleme, fiir deren Losung man die Funktionalanalysis benotigt.

Problem. Ein klassisches Beispiel aus der Variationsrechnung: Wir wollen die Funktion
T
fu) = / lu (x)[Pdx
0

unter den Nebenbedingungungen #(0) = u(sr) = 0 und /0” lu(x)|*dx = 1 minimieren. In der
klassischen Analysis haben wir fiir Minimierungsprobleme mit Nebenbedingungungen Lagrange-
Multiplikatoren genutzt. Im unendlich-dimensionalen Fall ist das jedoch nicht so einfach. Wir
betrachten f : ¥ — R wie oben, wobei Y eine Teilmenge des unendlich-dimensionalen Funktio-
nenraums

X ={ueC'0,7]:u(0) =u(r) =0}

Y = {u eX: / lu(x)2dx = 1}
0

gegeben ist. Zwar ist Y (in der £2([0, 77])-Metrik) beschrinkt und abgeschlossen, jedoch nicht

ist, die durch

kompakt.

Problem (Fourierreihenentwicklung). Sei 7 = {1,cos¢,sint,cos(2¢),sin(2t),...} = {¢;};en-
Dann ist bekanntlich

2
(bir b)) = / P (t)dt =275,
0

wobei §; ; das Kronecker-Delta bezeichne. Also lésst sich durch Normierung ein Orthonormal-
system aus J gewinnen. Jetzt fragen wir uns, ob sich jede 2s7-periodische Funktion u beziiglich
eines geeigneten Konvergenzbegriffs in eine Reihe u = ZieN a;¢; mit a; € R entwickeln kon-
nen. Bereits bekannt ist, dass das fiir das entsprechende endlich-dimensionale Problem geht: Sei
T = {ey,...,e,} die kanonische Standardbasis des R” Dann gilt bekanntlich

<€i, ej>Rn = 6ZJ

und fiir jedes x € R" ist

n
x= Z ae;, a;={x,e)grn.
i



Wir fragen uns nach den Zusammenhingen zwischen den Problemen im endlich- und unendlich-
dimensionalen.

Problem. Das Biegemoment eines Trigers kann man als Randwertaufgabe (gesuchtistu : [0,1] —
R, gegeben sind p,r : [0,1] - R)

u” (1) +p(Ou(t) = rt), u(0) =u(l) =0

bestimmen. Mit Hilfte der sogenannten Green’schen Funktion lisst sich diese Randwertaufgabe
in eine Integralgleichung

1
(T,)(t) := / G(t,s)(r(s) —p(s)u(s))ds = u
0

umwandeln. Das heiflt, man sucht einen Fixpunkt eines Integraloperators 7 in einer geeigneten
Menge von Funktionen.

Diese Probleme lassen sich mit der klassischen Analysis nicht mehr behandeln. In der Funktio-
nalanalysis behandeln wir nun im Wesentlichen ,,Analysis in co-dimensionalen Rdumen* (meist
Funktionenrdume). Das heif3it, wir wollen jetzt anstelle des K" allgemeinere Rdume betrachten,
die jodoch immer noch folgende beide Charakteristika aufweisen:

(a) Die lineare Struktur (das heifSt, Elemente lassen sich addieren und mit einem Skalar mul-
tiplizieren)

(b) Die topologische Struktur (also insbesondere ein Konvergenzbegrift)

Unser Ziel ist es zunéchst, die beiden Strukturen zu erarbeiten.



Kapitel 1
Die lineare Struktur

§1 Der lineare Raum

Sei im folgenden stets K = R oder K = C. Zunéchst die

(1.1) Definition (Vektorraum). Sei K ein Korper. Eine Abelsche Gruppe (X, +) zusam-
men mit einer Abbildung
cKxX - X
heifit K-Vektorraum, falls fiir alle @, 8 € K und x,y € X gilt:
(V1) ax+y) = ax + By
(V2) (a + B)x = ax + Bx
(V3) (ap)x = a(px)
V4) 1-x=x

Bemerkung. Je nachdem, ob K = C oder K = R gilt, heifit X ein komplexer oder ein reeller
Vektorraum.

Bemerkung. Eine nichtleere Teilmenge ¥ C X ist bereits dann ein linearer Raum, falls aus
a,PB €K, x,y € Ybereits ax + By € Y folgt, also Y abgeschlossen unter den Vektorraumopera-
tionen ist. Y heiBt dann linearer Teilraum oder auch linearer Unterraum.

Bemerkung. Zu jeder Teilmenge M C X bildet die Menge aller Linearkombinationen von je
endlich vieler Elemente einen linearen Teilraum von X. Dieser hei3t die lineare Hiille von M
oder der Aufspann von M

i
spanM = {x eX:3dleN,ay,...,a;, e K,my,....,m; € M mit Zaimi =x}.
i=1
Bemerkung. M = {x,}, A C X heilt Basis oder Hamel-Basis von X, falls M linear unabhdin-
gig, das heilit, 0 € X ldsst sich nur auf triviale Art und Weise als Linearkombination endlich
vieler der x; schreiben, und spanM = X ist.



3 Lineare Abbildungen

Bemerkung. Besitzt X eine Basis von n < co Elementen, dann heil3t n die Dimension von X und
wir schreiben dim X = n. Andernfalls heifst X unendlich-dimensional (dim X = o).

Bemerkung. Seien X, X, C X lineare Teilrdume. Dann ist
X, +X,:={ax; + Bxy:a,B eK,x; € X;,x, € X}

ebenfalls ein linearer Teilraum. Falls X; n X, = {0}, schreiben wir X; @& X, und nennen die
Summe direkt.

Bemerkung. Sei Y ein linearer Teilraum von X. Definiere die Aquivalenzrelation ~ auf X durch
x ~y & x —y € Y. Dann wird die Menge der Aquivalenzklassen mit vertreterweiser Addition
und Multiplikation auch ein KK-Vektorraum. Wir schreiben fiir diesen Vektorraum X /Y.

§2 Beispiele

(2.1) Beispiel. Der R” ist ein linearer Raum iiber dem Kérper R. Der C” ist sowohl ein C- als
auch ein R-Vektorraum.

(2.2) Beispiel. Sei [a,b] € R, a < b. Dann ist
Cla,b] = {x: [a,b] - K, x ist stetig}

ein [K-Vektorraum mit dim C[a,b] = co. Zum Beispiel sind die Monome (#X),y ein unendli-
ches linear unabhingiges System, jedoch keine Basis. Tatsichlich ist jede Basis dieses Raumes
liberabzihlbar.

§3 Lineare Abbildungen

(3.1) Definition. Seien X, Y lineare Rdume iiber K. A : X — Y heiB3t linear, falls fiir alle
X1,X%, € Xund a, g € K gilt:

A(axy + Bxy) = aA(x;) + BA(x,).

A : X - K hei3t lineares Funktional. Fiir A linear heiit R(A) = imA = {A(x) : x € X} der
Bildraum von A und N(A) = kerA = {x € X : A(x) = 0} der Kern von A.

(3.2) Bemerkung. Sei A : X — Y linear.

(a) Sei M c X ein linearer Unterraum. Dann ist A(M) C Y wieder ein linearer Unterraum und
es gilt dimA(M) < dim M mit Gleichheit bei injektivitit.



(b) Es gilt
A injektiv < N(A) = {0}.

Allgemeiner ist
X/(N(A)) = imA.

(c) FallsdimX = dimY = n < oo, dann ist A genau dann injektiv, wenn A surjektiv ist.

(d) A : X — Y ist linear und bijektiv genau dann, wenn es eine lineare Umkehrabbildung
Al Y 5 X

(e) Falls soein A : X — Y linear und bijektiv existiert, nennen wir X und Y linear isomorph.
A heifit dann ein linearer Isomorphismus.

Nur falls dimX = dim Y < oo sind X und Y auch ,,topologisch* isomorph. In diesem Fall
erhilt man die Prototypen R” und C” fiir endlich-dimensionale Vektorrdume und andere
gitbt es nicht (die sie auch als Topologische Riume isomorph sind).

Beispiel. X = {x : [a,b] - R,x, X, Xstetig, x(a) = x(a) = 0} ist ein linearer Raum. Sei
Y = Cl[a,b] und A : X — Y gegeben durch

(Ax) (1) :=X(t) + ¢ (1)X(t) + ¢, (1)x(t), t € [a,bl,cq,cr € Cla,b].

Dann ist A linear, weil differenzieren linear ist und A ist injektiv: Zunichst ist x = 0 eine Losung
der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung Ax = 0. Die Theorie der Differentialglei-
chungen sagt uns, dass diese Differentialgleichung eine eindeutige Losung des Anfangswerts-
problems ist.

A ist aber auch surjektiv: Seiy € Y gegeben, dann suchen wirx € X mitAx = y. Also wollen wir
eine inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 16sen. Auch diese ist nach der Theorie
von gewohnlichen Differentialgleichungen eindeutig 16sbar.

Also ist A bijektiv, das heift, es gibt eine lineare Abbildung A~! : ¥ — X. Diese Inverse ist in
der Regel schlecht anzugeben. Einen einfacheren Spezialfall dazu wird in der Ubung behandelt.

Beispiel. Sei X =Y = C[a,b], A : X - X gegeben durch

b
(Ax)(2) ::/ k(s,t)x(s)ds, te€ [a,b],

wobei k : [a,b] x [a,b] — R stetig und gegeben ist. Dann ist A linear, da das Integral linear ist.
Auch ist, wenn A € R ein Parameter ist, die Abbildung

(A, x)(t) := Ax(t) — (Ax)t), t € [a,b]

linear. Die Probleme Ax = y (bei gegebenem y € Yund gesuchtem x € X) oder A ; x = 0 (gesucht



4 Duale Rdaume

ist 2 € R und eine nichttriviale Losung x € X \ {0}) heiBlen Integralgleichungen erster und
zweiter Ordnung.

Beispiel. Sei X = Cla,b],A: X > R mit
Ax = x(ty),

wobei 7 € [a, b] fest gewilhlt sei. Eine andere lineare Abbildung A : X — R ist gegeben durch

b
Ax:/ x(t)dt

a
Dann sind beide Abbildungen A linear und nicht injektiv, aber surjektiv.

Beispiel. Sei X = ¢2,A: X - X. Fiirx = (£,)),,cy sei
Ax = (0,&,,&5,...) € 02,

A heif3t (Rechts-)Shiftoperator und ist linear und injektiv, jedoch nicht surjektiv. Solche Abbil-
dungen gibt es fiir dim X = dim Y < oo nicht.

§4 Duale Raume

A : X - K sei ein lineares Funktional, X ein linearer Raum. Wir verwenden ein neues Symbol
(statt A)

, R
X X->K= linear.
Wir schreiben nun
x'(x) = (6, x") = (0, x )y € K

Wir setzen
X/ := {x" : x’ ist lineares Funktional auf X} .

Hierbei sollte man nicht x” nicht mit der Ableitung von x verwechseln. Auch ist (—, —)y, yr kein
Skalarprodukt.

Der Raum X/ wird auf natiirlicher Weise zum linearen Raum mit
(ax] + Bx5)(x) := ax|(x) + Bx5(x), xe€X,x|,x, e X, a,p ek

So ist
<—,—>Xxxf X x X - K

bilinear.
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(4.1) Definition. X’ heiBt der algebraische Dualraum zu X. X/ := (X')/ heiBit der biduale
Raum zu X.

Beispiel. X// liefert die kanonische Abbildung

J: XX xo Jx) =x"

' x7y = (xx') Vi e X

Damit ist x” : X/ - K linear wohldefiniert.

(4.2) Definition. Der lineare Raum X heif3t algebraisch reflexiv, falls J bijektiv ist (und da-
mit X linear isomorph zu X/7) ist.

(4.3) Bemerkung. X ist genau dann algebraisch reflexiv, wenn dim X < oo ist.

Im Fall dimX < oo ldsst sich leicht eine duale Basis angeben: Sei dazu M := {x{,...,x,} eine
Basis von X. Dann wird durch
<xi,x//€> = 51',](

und linearer Fortsetzung die Menge M := {x],...,x,} C X/ erklirt. Dann ist M’ eine Basis von
X’, die die duale Basis von M genannt wird. Tatséchlich ist X/ im Falle dim X = co wesentlich
grofer. Man wihlt deshalb eine (neue) Defintion des Dualraums:

(4.4) Definition (Dualraum). Zu einem linearen Raum X ist
X' :={x" : X > K,x" linear und stetig} c X/

der Dualraum von X.

Um Allerdings von Stetigkeit reden zu konnen, miissen wir zunichst Topologien einfiihren.
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Kapitel 2
Topologie

§1 Topologische Raume

(1.1) Definition. Sei X eine Menge und 7 c P (X) eine Menge von Teilmengen von X. T
heifit eine Topologie auf X, falls 7 unter endlichen Durchschnitten und beliebigen Vereini-
gungen abgeschlossen ist. Insbesondere muss 7 @ als leere Vereinigung und X als leeren
Schnitt enthalten. (X, 7") heilt dann fopologischer Raum. Die Elemente von T heillen offe-

ne Mengen

(1.2) Beispiele. (a) Fiir alle Mengen X ist 7 = {(, X} eine Topologie auf X, die sogenannte
indiskrete Topologie, grobste Topologie oder auch Klumpentopologie.

(b) Fiir alle Mengen X ist 7 = P(X) eine Topologie, die sogenannte diskrete Topologie oder
feinste Topologie auf X.

(¢) In Analysis I wird eine Menge U c R fiir offen erklért, wenn es zu jedem x € U ein
& > 0 gibt, so dass fiir alley € R mit [x — y| < ¢ auch y € U gilt. Aus der Analysis ist
bekannt, dass die so definierten offenen Mengen den Axiomen geniigen. Diese Topologie
T wat Wird natiirliche Topologie genannt.

(d) Sei X eine beliebige Menge. Die cofinite Topologie auf X wird definiert als

T eof ={Y C X : Y = @ oder CyYist endlich}

(e) Der Sierpinski-Raum ist die Menge {0, 1} versehen mit der Topologie {@, {0}, {0, 1}}.

(1.3) Definition. Sei M c X
(a) M heiB3t abgeschlossen, wenn X \ M offen ist.

(b) U c X heillt Umgebung von A, wenn es eine offene Menge V gibt mitA ¢ V c U.
Wir setzen
Uy :=U,(T) :={U c X : UUmgebung von A}.




1 Topologische Rdume

U 4 heilt Umgebungssystem oder Umgebungsfilter von A ¢ X. Fiir x € X setzen wir
U, = U, x heibt dann innerer Punkt von U fiir alle U € U,.

(c) x € X heilit Haufungspunkt von M, falls jede Umgebung von x;, ein y € M enthilt mit
y #xk
(d) Das Innere von M ist
M= J{UeT:UcM
die groBte offene Menge, die in M enthalten ist.

(e) Der Abschluss von M ist

M := (){U c M : U abgeschlossen}

die kleinste abgeschlossene Menge, die M enthalt.

(f) M heiBt kompakt, falls jede offene Uberdeckung von M eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.

(2) M heiBt dicht, falls M = X.
(h) M heiBt nirgends dicht, falls (M)° = Q.

(1.4) Bemerkung. (a) M° Cc M Cc M.
(b) M~ ist die Menge der inneren Punkte von M.

(c) M ist genau dann abgeschlossen, wenn M = M.

_ 14—
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