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Motivation

Motivation

In der klassischen Analyis haben wir Funktionen im K", wobei K entweder R oder C ist, unter-
sucht. Dabei war das Betrachten von Eigenschaften wie Konvergenz, Stetigkeit und Differenzier-
barkeit sehr niitzlich. Die Funktionalanalysis beschéftigt sich nun mit vergleichbaren Problemen
in iiblicherweise unendlich-dimensionalen Funktionenrdumen. Hierfiir werden wir versuchen,
die aus der klassischen Analysis bekannten Untersuchungsmethoden zu verallgemeinern. Doch
zundchst ein paar Probleme, fiir deren Losung man die Funktionalanalysis benotigt.

Problem. Ein klassisches Beispiel aus der Variationsrechnung: Wir wollen die Funktion
T
fu) = / lu (x)[Pdx
0

unter den Nebenbedingungungen #(0) = u(sr) = 0 und /0” lu(x)|*dx = 1 minimieren. In der
klassischen Analysis haben wir fiir Minimierungsprobleme mit Nebenbedingungungen Lagrange-
Multiplikatoren genutzt. Im unendlich-dimensionalen Fall ist das jedoch nicht so einfach. Wir
betrachten f : ¥ — R wie oben, wobei Y eine Teilmenge des unendlich-dimensionalen Funktio-
nenraums

X ={ueC'0,7]:u(0) =u(r) =0}

Y = {u eX: / lu(x)2dx = 1}
0

gegeben ist. Zwar ist Y (in der £2([0, 77])-Metrik) beschrinkt und abgeschlossen, jedoch nicht

ist, die durch

kompakt.

Problem (Fourierreihenentwicklung). Sei 7 = {1,cos¢,sint,cos(2¢),sin(2t),...} = {¢;};en-
Dann ist bekanntlich

2
(bir b)) = / P (t)dt =275,
0

wobei §; ; das Kronecker-Delta bezeichne. Also lésst sich durch Normierung ein Orthonormal-
system aus J gewinnen. Jetzt fragen wir uns, ob sich jede 2s7-periodische Funktion u beziiglich
eines geeigneten Konvergenzbegriffs in eine Reihe u = ZieN a;¢; mit a; € R entwickeln kon-
nen. Bereits bekannt ist, dass das fiir das entsprechende endlich-dimensionale Problem geht: Sei
T = {ey,...,e,} die kanonische Standardbasis des R” Dann gilt bekanntlich

<€i, ej>Rn = 6ZJ

und fiir jedes x € R" ist

n
x= Z ae;, a;={x,e)grn.
i



Wir fragen uns nach den Zusammenhingen zwischen den Problemen im endlich- und unendlich-
dimensionalen.

Problem. Das Biegemoment eines Trigers kann man als Randwertaufgabe (gesuchtistu : [0,1] —
R, gegeben sind p,r : [0,1] - R)

u” (1) +p(Ou(t) = rt), u(0) =u(l) =0

bestimmen. Mit Hilfte der sogenannten Green’schen Funktion lisst sich diese Randwertaufgabe
in eine Integralgleichung

1
(T,)(t) := / G(t,s)(r(s) —p(s)u(s))ds = u
0

umwandeln. Das heiflt, man sucht einen Fixpunkt eines Integraloperators 7 in einer geeigneten
Menge von Funktionen.

Diese Probleme lassen sich mit der klassischen Analysis nicht mehr behandeln. In der Funktio-
nalanalysis behandeln wir nun im Wesentlichen ,,Analysis in co-dimensionalen Rdumen* (meist
Funktionenrdume). Das heif3it, wir wollen jetzt anstelle des K" allgemeinere Rdume betrachten,
die jodoch immer noch folgende beide Charakteristika aufweisen:

(a) Die lineare Struktur (das heifSt, Elemente lassen sich addieren und mit einem Skalar mul-
tiplizieren)

(b) Die topologische Struktur (also insbesondere ein Konvergenzbegrift)

Unser Ziel ist es zunéchst, die beiden Strukturen zu erarbeiten.



Kapitel 1
Die lineare Struktur

§1 Der lineare Raum

Sei im folgenden stets K = R oder K = C. Zunéchst die

(1.1) Definition (Vektorraum). Sei K ein Korper. Eine Abelsche Gruppe (X, +) zusam-
men mit einer Abbildung
cKxX - X
heifit K-Vektorraum, falls fiir alle @, 8 € K und x,y € X gilt:
(V1) ax+y) = ax + By
(V2) (a + B)x = ax + Bx
(V3) (ap)x = a(px)
V4) 1-x=x

Bemerkung. Je nachdem, ob K = C oder K = R gilt, heifit X ein komplexer oder ein reeller
Vektorraum.

Bemerkung. Eine nichtleere Teilmenge ¥ C X ist bereits dann ein linearer Raum, falls aus
a,PB €K, x,y € Ybereits ax + By € Y folgt, also Y abgeschlossen unter den Vektorraumopera-
tionen ist. Y heiBt dann linearer Teilraum oder auch linearer Unterraum.

Bemerkung. Zu jeder Teilmenge M C X bildet die Menge aller Linearkombinationen von je
endlich vieler Elemente einen linearen Teilraum von X. Dieser hei3t die lineare Hiille von M
oder der Aufspann von M

i
spanM = {x eX:3dleN,ay,...,a;, e K,my,....,m; € M mit Zaimi =x}.
i=1
Bemerkung. M = {x,}, A C X heilt Basis oder Hamel-Basis von X, falls M linear unabhdin-
gig, das heilit, 0 € X ldsst sich nur auf triviale Art und Weise als Linearkombination endlich
vieler der x; schreiben, und spanM = X ist.



3 Lineare Abbildungen

Bemerkung. Besitzt X eine Basis von n < co Elementen, dann heil3t n die Dimension von X und
wir schreiben dim X = n. Andernfalls heifst X unendlich-dimensional (dim X = o).

Bemerkung. Seien X, X, C X lineare Teilrdume. Dann ist
X, +X,:={ax; + Bxy:a,B eK,x; € X;,x, € X}

ebenfalls ein linearer Teilraum. Falls X; n X, = {0}, schreiben wir X; @& X, und nennen die
Summe direkt.

Bemerkung. Sei Y ein linearer Teilraum von X. Definiere die Aquivalenzrelation ~ auf X durch
x ~y & x —y € Y. Dann wird die Menge der Aquivalenzklassen mit vertreterweiser Addition
und Multiplikation auch ein KK-Vektorraum. Wir schreiben fiir diesen Vektorraum X /Y.

§2 Beispiele

(2.1) Beispiel. Der R” ist ein linearer Raum iiber dem Kérper R. Der C” ist sowohl ein C- als
auch ein R-Vektorraum.

(2.2) Beispiel. Sei [a,b] € R, a < b. Dann ist
Cla,b] = {x: [a,b] - K, x ist stetig}

ein [K-Vektorraum mit dim C[a,b] = co. Zum Beispiel sind die Monome (#X),y ein unendli-
ches linear unabhingiges System, jedoch keine Basis. Tatsichlich ist jede Basis dieses Raumes
liberabzihlbar.

§3 Lineare Abbildungen

(3.1) Definition. Seien X, Y lineare Rdume iiber K. A : X — Y heiB3t linear, falls fiir alle
X1,X%, € Xund a, g € K gilt:

A(axy + Bxy) = aA(x;) + BA(x,).

A : X - K hei3t lineares Funktional. Fiir A linear heiit R(A) = imA = {A(x) : x € X} der
Bildraum von A und N(A) = kerA = {x € X : A(x) = 0} der Kern von A.

(3.2) Bemerkung. Sei A : X — Y linear.

(a) Sei M c X ein linearer Unterraum. Dann ist A(M) C Y wieder ein linearer Unterraum und
es gilt dimA(M) < dim M mit Gleichheit bei injektivitit.



(b) Es gilt
A injektiv < N(A) = {0}.

Allgemeiner ist
X/(N(A)) = imA.

(c) FallsdimX = dimY = n < oo, dann ist A genau dann injektiv, wenn A surjektiv ist.

(d) A : X — Y ist linear und bijektiv genau dann, wenn es eine lineare Umkehrabbildung
Al Y 5 X

(e) Falls soein A : X — Y linear und bijektiv existiert, nennen wir X und Y linear isomorph.
A heifit dann ein linearer Isomorphismus.

Nur falls dimX = dim Y < oo sind X und Y auch ,,topologisch* isomorph. In diesem Fall
erhilt man die Prototypen R” und C” fiir endlich-dimensionale Vektorrdume und andere
gitbt es nicht (die sie auch als Topologische Riume isomorph sind).

Beispiel. X = {x : [a,b] - R,x, X, Xstetig, x(a) = x(a) = 0} ist ein linearer Raum. Sei
Y = Cl[a,b] und A : X — Y gegeben durch

(Ax) (1) :=X(t) + ¢ (1)X(t) + ¢, (1)x(t), t € [a,bl,cq,cr € Cla,b].

Dann ist A linear, weil differenzieren linear ist und A ist injektiv: Zunichst ist x = 0 eine Losung
der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung Ax = 0. Die Theorie der Differentialglei-
chungen sagt uns, dass diese Differentialgleichung eine eindeutige Losung des Anfangswerts-
problems ist.

A ist aber auch surjektiv: Seiy € Y gegeben, dann suchen wirx € X mitAx = y. Also wollen wir
eine inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 16sen. Auch diese ist nach der Theorie
von gewohnlichen Differentialgleichungen eindeutig 16sbar.

Also ist A bijektiv, das heift, es gibt eine lineare Abbildung A~! : ¥ — X. Diese Inverse ist in
der Regel schlecht anzugeben. Einen einfacheren Spezialfall dazu wird in der Ubung behandelt.

Beispiel. Sei X =Y = C[a,b], A : X - X gegeben durch

b
(Ax)(2) ::/ k(s,t)x(s)ds, te€ [a,b],

wobei k : [a,b] x [a,b] — R stetig und gegeben ist. Dann ist A linear, da das Integral linear ist.
Auch ist, wenn A € R ein Parameter ist, die Abbildung

(A, x)(t) := Ax(t) — (Ax)t), t € [a,b]

linear. Die Probleme Ax = y (bei gegebenem y € Yund gesuchtem x € X) oder A ; x = 0 (gesucht



4 Duale Rdaume

ist 2 € R und eine nichttriviale Losung x € X \ {0}) heiBlen Integralgleichungen erster und
zweiter Ordnung.

Beispiel. Sei X = Cla,b],A: X > R mit
Ax = x(ty),

wobei 7 € [a, b] fest gewilhlt sei. Eine andere lineare Abbildung A : X — R ist gegeben durch

b
Ax:/ x(t)dt

a
Dann sind beide Abbildungen A linear und nicht injektiv, aber surjektiv.

Beispiel. Sei X = ¢2,A: X - X. Fiirx = (£,)),,cy sei
Ax = (0,&,,&5,...) € 02,

A heif3t (Rechts-)Shiftoperator und ist linear und injektiv, jedoch nicht surjektiv. Solche Abbil-
dungen gibt es fiir dim X = dim Y < oo nicht.

§4 Duale Raume

A : X - K sei ein lineares Funktional, X ein linearer Raum. Wir verwenden ein neues Symbol
(statt A)

, R
X X->K= linear.
Wir schreiben nun
x'(x) = (6, x") = (0, x )y € K

Wir setzen
X/ := {x" : x’ ist lineares Funktional auf X} .

Hierbei sollte man nicht x” nicht mit der Ableitung von x verwechseln. Auch ist (—, —)y, yr kein
Skalarprodukt.

Der Raum X/ wird auf natiirlicher Weise zum linearen Raum mit
(ax] + Bx5)(x) := ax|(x) + Bx5(x), xe€X,x|,x, e X, a,p ek

So ist
<—,—>Xxxf X x X - K

bilinear.
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(4.1) Definition. X’ heiBt der algebraische Dualraum zu X. X/ := (X')/ heiBit der biduale
Raum zu X.

Beispiel. X// liefert die kanonische Abbildung

J: XX xo Jx) =x"

' x7y = (xx') Vi e X

Damit ist x” : X/ - K linear wohldefiniert.

(4.2) Definition. Der lineare Raum X heif3t algebraisch reflexiv, falls J bijektiv ist (und da-
mit X linear isomorph zu X/7) ist.

(4.3) Bemerkung. X ist genau dann algebraisch reflexiv, wenn dim X < oo ist.

Im Fall dimX < oo ldsst sich leicht eine duale Basis angeben: Sei dazu M := {x{,...,x,} eine
Basis von X. Dann wird durch
<xi,x//€> = 51',](

und linearer Fortsetzung die Menge M := {x],...,x,} C X/ erklirt. Dann ist M’ eine Basis von
X’, die die duale Basis von M genannt wird. Tatséchlich ist X/ im Falle dim X = co wesentlich
grofer. Man wihlt deshalb eine (neue) Defintion des Dualraums:

(4.4) Definition (Dualraum). Zu einem linearen Raum X ist
X' :={x" : X > K,x" linear und stetig} c X/

der Dualraum von X.

Um Allerdings von Stetigkeit reden zu konnen, miissen wir zunichst Topologien einfiihren.

—11 -






Kapitel 2
Topologie

§1 Topologische Raume

(1.1) Definition. Sei X eine Menge und 7 c P (X) eine Menge von Teilmengen von X. T
heifit eine Topologie auf X, falls 7 unter endlichen Durchschnitten und beliebigen Vereini-
gungen abgeschlossen ist. Insbesondere muss 7 @ als leere Vereinigung und X als leeren
Schnitt enthalten. (X, 7") heilt dann fopologischer Raum. Die Elemente von T heillen offe-

ne Mengen

(1.2) Beispiele. (a) Fiir alle Mengen X ist 7 = {(, X} eine Topologie auf X, die sogenannte
indiskrete Topologie, grobste Topologie oder auch Klumpentopologie.

(b) Fiir alle Mengen X ist 7 = P(X) eine Topologie, die sogenannte diskrete Topologie oder
feinste Topologie auf X.

(¢) In Analysis I wird eine Menge U c R fiir offen erklért, wenn es zu jedem x € U ein
& > 0 gibt, so dass fiir alley € R mit [x — y| < ¢ auch y € U gilt. Aus der Analysis ist
bekannt, dass die so definierten offenen Mengen den Axiomen geniigen. Diese Topologie
T wat Wird natiirliche Topologie genannt.

(d) Sei X eine beliebige Menge. Die cofinite Topologie auf X wird definiert als

T eof ={Y C X : Y = @ oder CyYist endlich}

(e) Der Sierpinski-Raum ist die Menge {0, 1} versehen mit der Topologie {@, {0}, {0, 1}}.

(1.3) Definition. Sei M c X
(a) M heiB3t abgeschlossen, wenn X \ M offen ist.

(b) U c X heillt Umgebung von A, wenn es eine offene Menge V gibt mitA ¢ V c U.
Wir setzen
Uy :=U,(T) :={U c X : UUmgebung von A}.




1 Topologische Rdume

U 4 heilt Umgebungssystem oder Umgebungsfilter von A ¢ X. Fiir x € X setzen wir
U, = U, x heibt dann innerer Punkt von U fiir alle U € U,.

(c) x € X heilit Haufungspunkt von M, falls jede Umgebung von x;, ein y € M enthilt mit
y #xk
(d) Das Innere von M ist
M= J{UeT:UcM
die groBte offene Menge, die in M enthalten ist.

(e) Der Abschluss von M ist
M := (){U c M : U abgeschlossen}

die kleinste abgeschlossene Menge, die M enthalt.

(f) M heiBt kompakt, falls jede offene Uberdeckung von M eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.

(2) M heiBt dicht, falls M = X.
(h) M heiBt nirgends dicht, falls (M)° = Q.

(1.4) Bemerkung. (a) M° c M Cc M.
(b) M~ ist die Menge der inneren Punkte von M.

(c) M ist genau dann abgeschlossen, wenn M = M.

(1.5) Definition (Hausdorff-Raum). Sei (X, 7) eine topologischer Raum. Fiiralle x,y € X
mit x # y existieren U € U,V € U, mit U n V = @. Dann heifit (X, 7) Hausdorff-Raum
bzw. geniigt dem Trennungsaxiom.

(1.6) Definition (Konvergenz). Eine Folge {x,},cn C X heil3t konvergent gegen x, € X,
falls zu jeder Umgebung U € Z[XO ein ny € N existiert, sodass x,, € U fiir alle n > ny,.

(1.7) Bemerkung. Man iiberlegt sich leicht, dass der Grenzwert x, in der Regel nicht eindeutig
ist. Bsp: In T = {X, @} konvergiert jede Folge gegen jeden Punkt. Ist (X, 7') jedoch ein HausdorfF-
Raum, so ist jeder Grenzwert eindeutig.

Beweis. Seien x; # x; Grenzwerte von {x,},cy C X. Dann existieren disjunkte Umgebung
U € x,, € xy. Weiterhin gibt es ein n, € N, sodass x,, € U fiir alle n > ny und ny € N, sodass
max(ng.ny) € Ucap Das ist ein Widerspruch zur Disjunktheit der
Umgebungen. ([

x, € firallen > ny. Also gilt x

_ 14—



(1.8) Definition (Hiéufungspunkt). x, € X heiit Hiufungspunkt von {x,},cn C X, falls
zu jeder Umgebung U € U, und fiir alle k € Neinn > k € N existiert, sodass x,, € U.

(1.9) Beispiel. {x,},cn € R mit natiirlicher Topologie. x,, = (—1)" hat zwei HP +1 Achtung:
M =x,:n e N = —-1,1 hat als Menge keine HP.

(1.10) Bemerkung. Fiir die indiskrete Topologie ist jeder Punkt in X HP jeder Folge.

(1.11) Definition (Stetigkeit). f : (X,Ty) — (Y, T y) heilit stetig, falls fiir alle V € T
gilt, dass f~1(V) T x.

(1.12) Bemerkung. fist stetig < fist stetig in jedem Punkt

(1.13) Definition (Homoomorphismus). Ist f : (X,7yx) — (Y,T ) bijektiv und stetig,
und f Loy, T y) = (X, T x) auch stetig, dann heiBt f Homoomorphismus. X und Y heiflen
homo6omorph, falls so ein Homéomorphismus existiert.

(1.14) Definition (Basis von Topologien und Umgebungen). (a) Eine Familie B ¢ T
hei3t Basis der Topologie in (X,7), falls 7T = UM : M C B.

(b) Eine Familie B c U, von x € X heit Umgebungsbasis des Punktes x, falls fiir alle
UeT,x e Uexistiertein V € Bmitx e V € U.

(1.15) Beispiel. Fiir die natiirliche Topologie auf R” ist eine Basis der Topologie gegeben durch
B, (x) : x € X, &£ > 0 mit den offenen Kugeln B, (x) = y e R" : |x —y| < &. Sei x € R” fest.
Dann ist B ,,,(x) : n € N eine abzihlbare Umgebungsbasis von x

(1.16) Definition (Relativtopologie oder Spurtopologie). M C T eines topologischen Raun
(X, T) lasst sich in natiirlicher Weise zu einem topologischen Raum machen, namlich mit
T:=MnV:VeT.

S

(1.17) Bemerkung. M =M nX € 7 daX e T, d.h. M ist offen in der Spurtopologie. Achtung:
M muss nicht offen in X sein.

(1.18) Definition. Seien zwei Topologien 7 |, T, auf X gegeben. Wir sagen 7T, ist feiner
als 75, falls 7, D> JT,. Wir sagen T ist grober als T ,, falls 7, c T,. Wir sagen die
Topologien sind gleich, falls 7| = T ,.

— 15—



2 Metrische Rdume

(1.19) Bemerkung. Sei T, feiner als 7, . Die feinere Topologie 7 ; enthilt mehr offene Mengen,
und damit zu jedem Grenzwert x, weniger konvergte Folgen.

Man zeigt leicht: 7 ist feiner als 7, < Fiir alle x € X gilt: Seien By ¢ Ty,B, C T, Umge-
bungsbasen von x, dann gilt fiir alle U € B, dass ein V € B, existiert mit V c U.

(1.20) Beispiel. Folgende Topolgien auf R” sind gleich. 7 sei die Topologie, die durch die
Kugeln B, (x) =y € R" : |x — y|| < ¢ erzeugt wird. T, sei die Topologie, die durch die Quader
B, (x) =y € R" : maxy;s, [y; — x;| < € erzeugt wird.

(1.21) Definition (Produkttopologie). Seien (X, T ), (¥, T y) topologische Riume. Dann
sit die Familie von Mengen {Uy x Uy : Uy € Ty, Uy € Ty} c 2% eine Basis der
Topologie T y,y im kartesischen Produkt X x Y. Bemerkung: Es geniigt auch wenn Uy, Uy
iiber Basen von 7 y), T , genommen werden.

§2 Metrische Raume

(2.1) Lemma (Eigenschaften metrischer Raume). Sei (X,d) ein metrischer Raum.

(a) Jeder Punkt x € X besitzt eine abzdhlbare Umgebungsbasis

{By,,(x),n € NJ.

(b) Es gilt
limx, =x < limd(x,x,) =0.

n—oo n—oo

(c) Esistx, € M genau dann ein innerer Punkt von M C X, wenn ein & > 0 existiert mit
B, (xg) € M.

(d) M ist nirgends dicht in X genau dann, wenn es zu jeder Kugel B (x,) mitx, € X, & >
0 eine Kugel B (x;) C B, (xy) mit By(x;) n M = @ gibt.

(e) Seien (X,dy) und (Y,dy) metrische Riume. Dann ist auch (X x Y,dy,y) ein metri-
scher Raum vermoge der Metrik

dxwy((x1,¥1), (X2, ¥2)) = max{d, (x;,x5),dy (y1,¥2)}

oder auch mit

Ay ((x1,71)s (52,72)) 1= d2(x1,%2) + A2 (y1,72).

Tatsdichlich induzieren diese beiden Metriken die gleiche Topologie (ndmlich die Pro-
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dukttopologie)

(f) Homoomorphismen f : X — Y (fiir metrische Rdaume X, Y), die die Metrik respektie-
ren, das heif3t
dx(x1,%p) = dy(f(x1),.f(x2)) Vxj,x, € X

heiflen Isometrien.

(g) Ein metrischer Raum muss im allgemeinen keine lineare Struktur haben. Man be-
trachte hierzu die Menge X := {1,2,3,4,5,6} mit der diskreten Metrik. Diese kann
keine Vektorraumstruktur haben, da |X| = 6 keine Primzahlpotenz ist.

Beweis. Der Beweis wird aufgrund seiner Trivialitit den Lesern zur Ubung iiberlassen, da er
wirklich nur Einsetzen der Definitionen ist. ]

Nun ein paar Charakterisierungen von kompakten Mengen in metrischen Raumen.

(2.2) Satz. Im metrischen Raum (X, d) sind dquivalent:
(a) K C X ist kompakt (tiberdeckungskompakt)
(b) Jede Folge in K besitzt mindestens einen Hdufungspunkt in K (abzdhlbar kompakt)

(c) Jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K (folgenkompakt)

(2.3) Bemerkung. Der Satz gilt so im allgemeinen Hausdorff-Raum nicht. Fiir ,,(b) = (a)“
bendtigt man zusitzlich das zweite Abzidhlbarkeitsaxiom, also die Existenz einer abzéhlbaren
Basis der Topologie. Fiir ,,(b) = (c)“ benétigt man das erste Abzahlbarkeitsaxiom, also die
Existenz von abzihlbaren Umgebungsbasen fiir jeden Punkt.

§3 Vollstandigkeit in metrischen Raumen und der Satz von Baire

(3.1) Definition. Eine Folge (x,),cny € X in (X, d) heilt Cauchy-Folge, falls zu jedem
e > 0ein N = N (&) existiert mitd(x,,,x,,) < ¢ fiir alle n,m > N.

(3.2) Lemma. Jede Konvergente Folge (X,,),cn C X ist auch eine Cauchy-Folge.

(3.3) Definition. Der metrische Raum (X, d) hei3it vollstindig, falls jede Cauchy-Folge in
(X, d) konvergiert.

Nicht jeder metrische Raum braucht vollstdndig zu sein (man betrachte hierfiir z.B. Q und die
Folge der Partialsummen der Dezimalbruchentwicklung von V2), jedoch ldsst sich jeder metri-
sche Raum zu einem vollstindigen Erweitern.

—17 -



3 Volistindigkeit in metrischen Rdaumen und der Satz von Baire

(3.4) Satz. Jeder metrische Raum (X, d) ldsst sich in einen bis auf Isometrie eindeutig be-
stimmten kleinsten vollstindigen metrischen Raum (X,d) einbetten. Dieser Raum X, d )
heif3t die Vervollstindigung von (X, d).

Beweis. Zwei Cauchyfolgen (x,,),cn und (y,),en seien dquivalent, falls d(x,,,y,,) =50
Hierdurch ist eine Aquivalenzrelation definiiert. Sei [ (x,,) < ] die vom Repriisententaten (x,,) ,c
erzeugte Klasse. Man setzt

X = {[(x,) sen] : (x,) ,en ist Cauchy-Folge in (X, d)}

und

d([(-xn)neN]’ [(yn)neN]) = r}l_)ng)d(xn9yn)
Dann ist (d(x,,y,)),eN €ine Cauchy-Folge in R, da

|d(xn>xm) - d(ym9ym)| < d(xnaxm) +d(yn7ym) .
-0 -0

Da R bekanntlich vollstindig ist, existiert somit der Grenzwert. Ferner ist d Reprisentatenunab-
hingig, also wohldefiniert: Seien (X,,) und (y,,) andere Reprisentaten. Dann ist

d(x,,y,) <dx,.X,) +d(%,,y,) +d,,y,) .
-0 -0
Die umgekehrte Ungleichung ergibt sich aus Vertauschung der Rollen. Man rechnet leicht nach,
dass (X, d) ein vollstandiger Raum ist. Wir kénnen (X, d) durch die entsprechenden konstanten
Folgen isometrisch in X einbetten. O

Bemerkung. Wendet man diese Technik auf Q mit der natiirlichen Metrik an, dann erhélt man
(R, d) als vollstiandige Hiille.

(3.5) Satz (Schachtelsatz). Sei (X, d) einvollstindiger metrischer Raum und seien (x,,),.N C
X und (r,),,en C (0, c0) Folgen mit der Eigenschaft

(d) Ernﬂ (xn+l ) c Brn (xn)

(b) lim r, =0.

n—>o0 'n

Dann gibt es genau ein x, € X mit x, € mneNF )"

Beweis. Fiirp € N beliebig gilt

Tnip (xn+p) = Ern (xn ) '
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Also

n—>oo

d(x,,p.x,) <1, — 0.

Damit ist (x,,)n € N eine Cauchyfolge und damit konvergiert gegen ein x, € X. AuBerdem gilt

d(xp,x,) < d(xo,xn+p) +d(xn+p,xn) .

—0(p—>o0) <r,

Damit folgt fiir p —» oo
d(xg,x,) <r, VneN

alsoxg € () _y E,ﬂ (x,). Fir die Eindeutigkeit sei X, ebenfalls in (1 _ E,n (x,,). Dann folgt

d(xg, %) < d(xg,x,) +d(x,,%) < 2r, 2200
Srn Sr,,
Doch damit war bereits x, = X;. -

(3.6) Definition. Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes (X, d) heilit von erster Kate-
gorie oder mager, falls sie die Vereinigung abzahlbar vieler in X nirgends dichter Mengen

ist. Andernfalls heilst M von zweiter Kategorie.

Der folgende Satz wird beim Beweis mehrerer fundamentaler Sétze benotigt, z.B beim Prinzip
der gleichmiBigen Beschrinktheit oder dem Open-Mapping-Theorem.

(3.7) Satz (Baire). Jede nichtleere offene Menge eines vollstindigen metrischen Raumes

(X, d) ist von zweiter Kategorie (insbesondere X selbst)

Beweis. Sei § # M c X offen. Wir nehmen umgekehrt an, M wire von erster Kategorie, das
heif3t
Mc | M,
neN

mit M, C X nirgends dicht. Wihle x, € M. Da M offen ist, gibt es ein r = ry > 0 mit B, (xy) C
M. Da M nirgends dicht ist, gibt es r; > O und x; € X mit

B, (x1) € B, /2(xo)
und B, (x;) N M, = @. Analog finden wir, da M, nirgends dicht ist, 7, > 0 und x, € X mit
B, (x3) C B, 2(xy)

und B, (x;) N M, = @. Durch Fortsetzen dieses Schemas finden wir eine Folge (x,,),,cny € X

und Radien (r,,),,cy € (0,00) mitr, < r/2" 27, 0. Damit sind alle Voraussetzungen von
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3 Volistindigkeit in metrischen Rdaumen und der Satz von Baire

datz 3.5|erfiillt. Folglich existiert genau ein

xe () B, (x,) CB,.(xy)) Cc M.
neN "

Aber x & M, firallen € N Folglich ist auch X nichtin J _ M,, = M. Das ist ein Widerspruch.

Also ist M von zweiter Kategorie.

—-20 -
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Kapitel 3
Topologische lineare Raume

Erklértes Ziel dieses Kapitels wird sein, die beiden Strukturen aus den vorherigen beiden Kapi-
teln, also die Topologie und den linearen Raum zusammenzufiihren.

(0.1) Definition. Ein linearer Raum X tiber dem Korper K mit Topologie T heilit topologi-
scher linearer Raum, falls die Vektorraumoperationen (+ : X x X - Xund - : Kx X - X)

stetig sind.

Bemerkung. Stetigkeit der Vektorraumoperationen sollte als minimales Kompatibilititskriteri-
um der beiden Strukturen gefordert werden. Tatséchlich ist es im Allgemeinen gar nicht erfiillt.

Erst im normierten Raum bekommt man diese Stetigkeit geschenkt.
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