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Motivation

Motivation

In der klassischen Analyis haben wir Funktionen im K”, wobei K entweder R oder C ist,
untersucht. Dabei war das Betrachten von Eigenschaften wie Konvergenz, Stetigkeit und Dif-
ferenzierbarkeit sehr niitzlich. Die Funktionalanalysis beschiftigt sich nun mit vergleichba-
ren Problemen in iiblicherweise unendlich-dimensionalen Funktionenrdumen. Hierfiir werden
wir versuchen, die aus der klassischen Analysis bekannten Untersuchungsmethoden zu ver-
allgemeinern. Doch zunéchst ein paar Probleme, fiir deren Lésung man die Funktionalanalysis
bendtigt.

Problem. FEin klassisches Beispiel aus der Variationsrechnung: Wir wollen die Funktion
T
fw = [ Wk
0

unter den Nebenbedingungungen u(0) = u(x) = 0 und fon |u(x)|?dx = 1 minimieren. In
der klassischen Analysis haben wir fiir Minimierungsprobleme mit Nebenbedingungungen
Lagrange-Multiplikatoren genutzt. Im unendlich-dimensionalen Fall ist das jedoch nicht so ein-
fach. Wir betrachten f : Y — R wie oben, wobei Y eine Teilmenge des unendlich-dimensionalen
Funktionenraums

X = {u e C'0, 7] : u(0) = u(x) = 0}

Y = {u EX:/7r lu(x)|?dx = 1}
0

gegeben ist. Zwar ist Y (in der £2([0, 7])-Metrik) beschrankt und abgeschlossen, jedoch nicht
kompakt.

ist, die durch

Problem (Fourierreihenentwicklung). Sei 7 = {1, cost,sint, cos(2t),sin(2t), ...} = {@;}ien-
Dann ist bekanntlich

27
(i, 0j) = / @i(t)p;(t)dt = 276, j,
0

wobei §; ; das Kronecker-Delta bezeichne. Also lasst sich durch Normierung ein Orthonormal-
system aus 7 gewinnen. Jetzt fragen wir uns, ob sich jede 27-periodische Funktion u beziiglich
eines geeigneten Konvergenzbegriffs in eine Reihe u = }}; .y @;¢; mit @; € R entwickeln kon-
nen. Bereits bekannt ist, dass das fiir das entsprechende endlich-dimensionale Problem geht:
Sei T = {ey, ..., ey} die kanonische Standardbasis des R" Dann gilt bekanntlich

<ei,ej>Rn = 51,]

und fiir jedes x € R"™ ist

n
X = Zaiei, aj = (x, €i>Rn.
i=1



Motivation

Wir fragen uns nach den Zusammenhéangen zwischen den Problemen im endlich- und unendlich-
dimensionalen.

Problem. Das Biegemoment eines Tragers kann man als Randwertaufgabe (gesucht ist u :
[0,1] — R, gegeben sind p,r : [0,1] — R)

u”’(t) + p(t)u(t) = r(t), u(0)=u(1)=0

bestimmen. Mit Hilfte der sogenannten Green’schen Funktion ldsst sich diese Randwertaufgabe
in eine Integralgleichung

1
(L)) = /0 G(t,)(r(s) - p(s)u(s))ds = u

umwandeln. Das heifit, man sucht einen Fixpunkt eines Integraloperators T in einer geeigneten
Menge von Funktionen.

Diese Probleme lassen sich mit der klassischen Analysis nicht mehr behandeln. In der Funktio-
nalanalysis behandeln wir nun im Wesentlichen ,Analysis in co-dimensionalen Riumen® (meist
Funktionenrdume). Das heif3t, wir wollen jetzt anstelle des K" allgemeinere Rdume betrachten,
die jodoch immer noch folgende beide Charakteristika aufweisen:

(a) Die lineare Struktur (das heif3t, Elemente lassen sich addieren und mit einem Skalar mul-
tiplizieren)

(b) Die topologische Struktur (also insbesondere ein Konvergenzbegriff)

Unser Ziel ist es zunachst, die beiden Strukturen zu erarbeiten.



Kapitel 1

Die lineare Struktur

§1 Der lineare Raum

Sei im folgenden stets K = R oder K = C. Zunichst die

(1.1) Definition (Vektorraum). Sei K ein Korper. Eine Abelsche Gruppe (X, +) zusammen mit
einer Abbildung
aKXX - X

heifit K-Vektorraum, falls fiir alle a, f € K und x,y € X gilt:
(V1) ax +y) = ax+ py

(V2) (@ + f)x = ax + fx

(V3) (aB)x = a(Bx)

V4) 1-x=x

Bemerkung. Je nachdem, ob K = C oder K = R gilt, heif3t X ein komplexer oder ein reeller
Vektorraum.

Bemerkung. Eine nichtleere Teilmenge Y C X ist bereits dann ein linearer Raum, falls aus
a,p € K, x,y € Y bereits ax + fy € Y folgt, also Y abgeschlossen unter den Vektorraumope-
rationen ist. Y heifSt dann linearer Teilraum oder auch linearer Unterraum.

Bemerkung. Zu jeder Teilmenge M C X bildet die Menge aller Linearkombinationen von je
endlich vieler Elemente einen linearen Teilraum von X. Dieser heif3t die lineare Hiille von M
oder der Aufspann von M

1
spanM={xeX:EIleN,al,...,aleK,ml,...,mleMmit Zaimi=x}.

i=1

Bemerkung. M = {x)}1ea C X heif3t Basis oder Hamel-Basis von X, falls M linear unabhdngig,
das heifit, 0 € X lasst sich nur auf triviale Art und Weise als Linearkombination endlich vieler
der x; schreiben, und span M = X ist.



2 Beispiele

Bemerkung. Besitzt X eine Basis von n < oo Elementen, dann heifSt n die Dimension von X
und wir schreiben dim X = n. Andernfalls heifst X unendlich-dimensional (dim X = oo).

Bemerkung. Seien X;,X; C X lineare Teilrdume. Dann ist
X1+ X, = {O{xl +IBX2 : 0[,‘8 eK,x; € X1,x0 € Xz}

ebenfalls ein linearer Teilraum. Falls X; N X, = {0}, schreiben wir X; & X, und nennen die
Summe direkt.

Bemerkung. SeiY ein linearer Teilraum von X. Definiere die Aquivalenzrelation ~ auf X durch
x ~y © x—y € Y. Dann wird die Menge der Aquivalenzklassen mit vertreterweiser Addition
und Multiplikation auch ein K-Vektorraum. Wir schreiben fiir diesen Vektorraum X /Y.

§2 Beispiele

(2.1) Beispiel. Der R" ist ein linearer Raum tiber dem Koérper R. Der C" ist sowohl ein C- als
auch ein R-Vektorraum.

(2.2) Beispiel. Sei[a,b] € R, a < b. Dann ist
Cla,b] = {x : [a,b] — K, x ist stetig}

ein [K-Vektorraum mit dim C[a, b] = co. Zum Beispiel sind die Monome (t*);cy ein unendli-
ches linear unabhingiges System, jedoch keine Basis. Tatsachlich ist jede Basis dieses Raumes

uberabzahlbar.

§3 Lineare Abbildungen

(3.1) Definition. Seien X, Y lineare Raume tiber K. A : X — Y heift linear, falls fiir alle x1, x; €
X und , f € K gilt:

Alaxy + fxz) = aA(xy) + PA(x3).
A : X — K heifit lineares Funktional. Fir A linear heifit R(A) = imA = {A(x) : x € X} der
Bildraum von Aund N(A) = ker A = {x € X : A(x) = 0} der Kern von A.

(3.2) Bemerkung. Sei A: X — Y linear.

(a) Sei M C X ein linearer Unterraum. Dann ist A(M) C Y wieder ein linearer Unterraum
und es gilt dim A(M) < dim M mit Gleichheit bei injektivitat.
(b) Es gilt
A injektiv & N(A) = {0}.



3 Lineare Abbildungen

Allgemeiner ist
X/(N(A)) = im A.
(c) FallsdimX = dimY = n < oo, dann ist A genau dann injektiv, wenn A surjektiv ist.

(d) A: X — Y ist linear und bijektiv genau dann, wenn es eine lineare Umkehrabbildung
Al Y > X,

(e) Fallssoein A : X — Y linear und bijektiv existiert, nennen wir X und Y linear isomorph.
A heif3t dann ein linearer Isomorphismus.

Nur falls dimX = dimY < oo sind X und Y auch ,topologisch® isomorph. In diesem
Fall erhilt man die Prototypen R” und C” fiir endlich-dimensionale Vektorraume und
andere gitbt es nicht (die sie auch als Topologische Rdume isomorph sind).

Beispiel. X = {x : [a,b] — R,x, %, X stetig, x(a) = x(a) = 0} ist ein linearer Raum. Sei
Y =Cla,b]und A : X — Y gegeben durch

(Ax)(t) := %(t) + c1(t)x(t) + c2(t)x(t), t € [a,b],c1,c2 € Cla,b].

Dann ist A linear, weil differenzieren linear ist und A ist injektiv: Zunachst ist x = 0 eine Lésung
der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung Ax = 0. Die Theorie der Differentialglei-
chungen sagt uns, dass diese Differentialgleichung eine eindeutige Losung des Anfangswerts-
problems ist.

A ist aber auch surjektiv: Sei y € Y gegeben, dann suchen wir x € X mit Ax = y. Also wollen
wir eine inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 16sen. Auch diese ist nach der
Theorie von gewo6hnlichen Differentialgleichungen eindeutig lsbar.

Also ist A bijektiv, das heiflt, es gibt eine lineare Abbildung A™! : Y — X. Diese Inverse ist in
der Regel schlecht anzugeben. Einen einfacheren Spezialfall dazu wird in der Ubung behandelt.

Beispiel. Sei X =Y = C[a,b], A: X — X gegeben durch

b
(Ax)(t) :=/ k(s,t)x(s)ds, t € [a,b],

wobei k : [a, b] X [a,b] — R stetig und gegeben ist. Dann ist A linear, da das Integral linear ist.
Auch ist, wenn A € R ein Parameter ist, die Abbildung

(Axx)(t) := Ax(t) — (Ax)t), t € [a,b]

linear. Die Probleme Ax = y (bei gegebenem y € Y und gesuchtem x € X) oder Ayx = 0
(gesucht ist A € R und eine nichttriviale Losung x € X \ {0}) heiflen Integralgleichungen
erster und zweiter Ordnung.

Beispiel. Sei X = Cla,b], A: X — R mit

Ax = x(to),
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wobei ty € [a, b] fest gewahlt sei. Eine andere lineare Abbildung A : X — R ist gegeben durch

Ax = /ab x(t)dt

Dann sind beide Abbildungen A linear und nicht injektiv, aber surjektiv.
Beispiel. Sei X = £2, A: X — X.Fiir x = (&;)nen sei
Ax = (0,8, 6,...) € £~

A heifit (Rechts-)Shiftoperator und ist linear und injektiv, jedoch nicht surjektiv. Solche Abbil-
dungen gibt es fiir dim X = dim Y < oo nicht.

§4 Duale Rdume

A : X — K sei ein lineares Funktional, X ein linearer Raum. Wir verwenden ein neues Symbol
(statt A)

R
X -K-= linear.
C
Wir schreiben nun
x'(x) = (6, x") = (6, x ) xr € K.

Wir setzen
X/ := {x’" : x’ ist lineares Funktional auf X} .

Hierbei sollte man nicht x” nicht mit der Ableitung von x verwechseln. Auch ist (—, =) xy xr
kein Skalarprodukt.

Der Raum X/ wird auf natiirlicher Weise zum linearen Raum mit
(ax] + Bx})(x) := ax](x) + fxj(x), xe€X,x|,x; e X/, a,feK.

So ist
(= xenxr X x X = K

bilinear.

(4.1) Definition. X/ heif3t der algebraische Dualraum zu X. X// := (X/)f heifit der biduale
Raum zu X.

Beispiel. X// liefert die kanonische Abbildung

J: X > X, x> Jx)=x"
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mit
(x',x"y = (xx")y Vx' eX.

Damit ist x”" : X/ — K linear wohldefiniert.

(4.2) Definition. Der lineare Raum X heif3t algebraisch reflexiv, falls J bijektiv ist (und damit
X linear isomorph zu X/7) ist.

(4.3) Bemerkung. X ist genau dann algebraisch reflexiv, wenn dim X < oo ist.

Im Fall dim X < oo lsst sich leicht eine duale Basis angeben: Sei dazu M := {x1,...,x,} eine
Basis von X. Dann wird durch

(Xi,x@ = 5i,k

und linearer Fortsetzung die Menge M := {x7,...,x,} C X7 erklirt. Dann ist M eine Basis von
X', die die duale Basis von M genannt wird. Tatséchlich ist X/ im Falle dim X = oo wesentlich
groBBer. Man wihlt deshalb eine (neue) Defintion des Dualraums:

(4.4) Definition (Dualraum). Zu einem linearen Raum X ist
X’ := {x’: X - K, x’ linear und stetig} c X/

der Dualraum von X.

Um Allerdings von Stetigkeit reden zu kénnen, miissen wir zunachst Topologien einfithren.



Kapitel 2
Topologie

§1 Topologische Rdume

(1.1) Definition. Sei X eine Menge und 7 C P(X) eine Menge von Teilmengen von X. 7 heif3t
eine Topologie auf X, falls 7 unter endlichen Durchschnitten und beliebigen Vereinigungen
abgeschlossen ist. Insbesondere muss 7 0 als leere Vereinigung und X als leeren Schnitt ent-
halten. (X, 7) heifit dann topologischer Raum. Die Elemente von 7 heiflen offene Mengen

(1.2) Beispiele.  (a) Fir alle Mengen X ist T = {0, X} eine Topologie auf X, die sogenannte
indiskrete Topologie, grobste Topologie oder auch Klumpentopologie.

(b) Fiir alle Mengen X ist T = P(X) eine Topologie, die sogenannte diskrete Topologie oder
feinste Topologie auf X.

(c) In Analysis I wird eine Menge U C R fiir offen erklirt, wenn es zu jedem x € U ein
e > 0 gibt, so dass fiir alle y € R mit |x — y| < e auch y € U gilt. Aus der Analysis ist
bekannt, dass die so definierten offenen Mengen den Axiomen geniigen. Diese Topologie
That Wird natiirliche Topologie genannt.

(d) Sei X eine beliebige Menge. Die cofinite Topologie auf X wird definiert als

Toot = {Y € X : Y = 0 oder CxY ist endlich}

(e) Der Sierpinski-Raum ist die Menge {0, 1} versehen mit der Topologie {0, {0}, {0, 1}}.

(1.3) Definition. Sei M C X.
(a) M heifit abgeschlossen, wenn X \ M offen ist.

(b) U C X heifit Umgebung von A, wenn es eine offene Menge V gibt mit A c V c U. Wir
setzen
Up =Ua(T) :={U c X : U Umgebung von A}.

Uy heiBt Umgebungssystem oder Umgebungsfilter von A C X. Fur x € X setzen wir
Uy = U(y). x heil’lt dann innerer Punkt von U fiir alle U € U,.

(¢) x € X heifit Hiufungspunkt von M, falls jede Umgebung von xj ein y € M enthilt mit
y #xk
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(d) Das Innere von M ist
M= JueT:ucm
die grofite offene Menge, die in M enthalten ist.
(e) Der Abschluss von M ist

M = ﬁ {U € M : U abgeschlossen}

die kleinste abgeschlossene Menge, die M enthalt.

(f) M heifit kompakt, falls jede offene Uberdeckung von M eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.

(g) M heifit dicht, falls M = X.
(h) M heif3t nirgends dicht, falls (M)° = 0.

(1.4) Bemerkung. (a) M° c M c M.
(b) M° ist die Menge der inneren Punkte von M.

(c) M ist genau dann abgeschlossen, wenn M = M.

(1.5) Definition (Hausdorff-Raum). Sei (X, 7) eine topologischer Raum. Fiir alle x,y € X mit
x # y existieren U € U,,V € U, mit U NV = Q. Dann heif3t (X, 7)) Hausdorff-Raum bzw.
geniigt dem Trennungsaxiom.

(1.6) Definition (Konvergenz). Eine Folge {x,},en C X heifit konvergent gegen xy € X, falls
zu jeder Umgebung U € Uy, ein ny € N existiert, sodass x,, € U fiir alle n > ny.

(1.7) Bemerkung. Man iiberlegt sich leicht, dass der Grenzwert x, in der Regel nicht eindeu-
tig ist. Bsp: In 7 = {X, 0} konvergiert jede Folge gegen jeden Punkt. Ist (X,7) jedoch ein
Hausdorff-Raum, so ist jeder Grenzwert eindeutig.

Beweis. Seien xo # x, Grenzwerte von (x,)n,eny C X. Dann existieren disjunkte Umgebungen
U,U’ € Uy,. Weiterhin gibt es ein ny € N, so dass x,, € U fiir alle n > nyo und n; € N, so dass
xp € U’ fiir alle n > ng. Also gilt Xmax{ng,n)} € UN U’ Das ist ein Widerspruch zur Disjunktheit
der Umgebungen. ]

(1.8) Definition (Haufungspunkt). xy € X heifit Hiufungspunkt von {x,},en C X, falls zu
jeder Umgebung U € U,, und fiir alle k € N ein n > k € N existiert, sodass x, € U.

(1.9) Beispiel. {x,}neny € R mit natiirlicher Topologie. x, = (—1)" hat zwei HP +1 Achtung:
M = {x, : n € N} = {-1, 1} hat als Menge keine HP.

(1.10) Bemerkung. Fiir die indiskrete Topologie ist jeder Punkt in X HP jeder Folge.

(1.11) Definition (Stetigkeit). f : (X, Zx) — (Y, Zy) heif3t stetig, falls fir alle V € Ty gilt, dass
V) e 7x.

—-11 -
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(1.12) Bemerkung. f ist stetig & f ist stetig in jedem Punkt

(1.13) Definition (Homéomorphismus). Ist f : (X,7x) — (Y,7y) bijektiv und stetig, und
1 (Y, Ty) — (X,Tx) auch stetig, dann heifit f Homéomorphismus. X und Y heiflen ho-
moomorph, falls so ein Homéomorphismus existiert.

(1.14) Definition (Basis von Topologien und Umgebungen).  (a) Eine Familie B C 7 heift
Basis der Topologie in (X, 7), falls T = UM : M C B.

(b) Eine Familie B ¢ U, von x € X heif}t Umgebungsbasis des Punktes x, falls fur alle
UeT,x €U existierteinV e Bmitx eV e U.

(1.15) Beispiel. Fir die natiirliche Topologie auf R" ist eine Basis der Topologie gegeben durch
B.(x) : x € X, e > 0 mitden offenen Kugeln B,(x) =y € R" : ||x — y|| < €.Seix € R" fest. Dann
ist By/n(x) : n € N eine abzihlbare Umgebungsbasis von x

(1.16) Definition (Relativtopologie oder Spurtopologie). M C T eines topologischen Raum-
es (X, T) lasst sich in natirlicher Weise zu einem topologischen Raum machen, namlich mit
T'=MNV:VeT.

(1.17) Bemerkung. M = MNX € 7'’ da X € 7, d.h. M ist offen in der Spurtopologie. Achtung:
M muss nicht offen in X sein.

(1.18) Definition. Seien zwei Topologien 77, 7; auf X gegeben. Wir sagen 7; ist feiner als 75,
falls 7; O T,. Wir sagen 77 ist grober als 73, falls 77 C 7;. Wir sagen die Topologien sind gleich,
falls Tl = Tg.

(1.19) Bemerkung. Sei 7; feiner als 7;. Die feinere Topologie 7; enthdlt mehr offene Mengen,
und damit zu jedem Grenzwert x, weniger konvergte Folgen.

Man zeigt leicht: 7; ist feiner als 7, & Fiir alle x € X gilt: Seien B; C Tj, B, C T, Umge-
bungsbasen von x, dann gilt fiir alle U € By, dass ein V € B, existiert mit V c U.

(1.20) Beispiel. Folgende Topolgien auf R” sind gleich. 7; sei die Topologie, die durch die
Kugeln B.(x) = y € R" : ||x — y|| < ¢ erzeugt wird. 7T, sei die Topologie, die durch die Quader
B.(x) =y € R" : max<;<n |y; — x;| < € erzeugt wird.

(1.21) Definition (Produkttopologie). Seien (X, Zx), (Y, Ty) topologische Rdume. Dann sit die
Familie von Mengen {Ux X Uy : Ux € Tx, Uy € Ty} € 2X*¥ eine Basis der Topologie Txxy im
kartesischen Produkt X x Y. Bemerkung: Es geniigt auch wenn Uy, Uy iiber Basen von Tx, Ty
genommen werden.

§ 2 Metrische Rdume

—-12 -
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(2.1) Lemma (Eigenschaften metrischer Raume). Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Feder Punktx € X besitzt eine abzdhlbare Umgebungsbasis
{Bl/n(x)’n € N}

(b) Es gilt
lim x, =x & lim d(x,x,) = 0.

n—oo n—oo

(c) Esistxy € M genau dann ein innerer Punkt von M C X, wenn ein ¢ > 0 existiert
mit B.(x9) C M.

(d) M ist nirgends dicht in X genau dann, wenn es zu jeder Kugel B.(xq) mit xy €
X, e > 0 eine Kugel Bs(x1) C B.(xy) mit Bo(x1) N M = 0 gibt.

(e) Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume. Dann ist auch (X X Y,dxxy) ein me-
trischer Raum vermdége der Metrik

dxsy (X1, Y1), (x2, Y2)) := max{dy(x1, x2), dy(y1, y2)}

oder auch mit

dxxy ((x1, Y1), (%2, y2)) = \/dazc(xl’xz) + df,(yl, Y2)-

Tatsdchlich induzieren diese beiden Metriken die gleiche Topologie (ndmlich die
Produkttopologie)

(f) Homoomorphismen f : X — Y (fiir metrische Raume X, Y ), die die Metrik respek-
tieren, das heif3t

dx(x1,x2) = dy(f(x1), f(x2)) Vxi,x € X

heifien Isometrien.

(g) Ein metrischer Raum muss im allgemeinen keine lineare Struktur haben. Man be-
trachte hierzu die Menge X := {1, 2, 3,4, 5, 6} mit der diskreten Metrik. Diese kann
keine Vektorraumstruktur haben, da |X| = 6 keine Primzahlpotenz ist.

Beweis. Der Beweis wird aufgrund seiner Trivialitit den Lesern zur Ubung tiberlassen, da er
wirklich nur Einsetzen der Definitionen ist. |

Nun ein paar Charakterisierungen von kompakten Mengen in metrischen Raumen.

(2.2) Satz. Im metrischen Raum (X, d) sind dquivalent:
(a) K ¢ X ist kompakt (iiberdeckungskompakt)
(b) Fede Folge in K besitzt mindestens einen Haufungspunkt in K (abzdhlbar kompakt)

- 13 -
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(c) Jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K (folgenkom-
pakt)

(2.3) Bemerkung. Der Satz gilt so im allgemeinen Hausdorff-Raum nicht. Fur ,,(b) = (a) be-
nétigt man zusitzlich das zweite Abzahlbarkeitsaxiom, also die Existenz einer abzahlbaren
Basis der Topologie. Fir ,(b) = (c)* benétigt man das erste Abzéhlbarkeitsaxiom, also die
Existenz von abzéhlbaren Umgebungsbasen fiir jeden Punkt.

§3 Vollstandigkeit in metrischen Rdumen und der Satz von Baire

(3.1) Definition. Eine Folge (x;),en € X in (X, d) heifit Cauchy-Folge, falls zu jedem & > 0 ein
N = N(e) existiert mit d(x,,, x,,) < ¢ fiir alle n,m > N.

(3.2) Lemma. Jede Konvergente Folge (X;,)nen C X ist auch eine Cauchy-Folge.

(3.3) Definition. Der metrische Raum (X, d) heif3t vollstindig, falls jede Cauchy-Folge in (X, d)
konvergiert.

Nicht jeder metrische Raum braucht vollstindig zu sein (man betrachte hierfiir zB. Q und
die Folge der Partialsummen der Dezimalbruchentwicklung von \/5), jedoch lasst sich jeder
metrische Raum zu einem vollstindigen Erweitern.

(3.4) Satz. Jeder metrische Raum (X, d) ldsst sich in einen bis auf Isometrie eindeutig be-
stimmten kleinsten vollstindigen metrischen Raum (X, d) einbetten. Dieser Raum (X, d)
heift die Vervollstindigung von (X, d).

Beweis. Zwei Cauchyfolgen (x,),en und (y,),en seien dquivalent, falls d(x,, y,) — 0. Hier-
n—oo

durch ist eine Aquivalenzrelation definiiert. Sei [(x,),en] die vom Reprisententaten (xp,)nen
erzeugte Klasse. Man setzt

X = {[(xn)nen] : (xn)nen ist Cauchy-Folge in (X, d)}

und i
d([(xn)nEN]’ [(yn)nEN]) = nlgrgo d(xp, yn)

Dann ist (d(x,, Yn))nen eine Cauchy-Folge in R, da

|d(xn, Xm) — d(Ym, ym)l < d(xXp, xm) + d(Yn, ym) .
—0 —0
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3 Volistindigkeit in metrischen Rdumen und der Satz von Baire

Da R bekanntlich vollstandig ist, existiert somit der Grenzwert. Ferner ist d Reprasentatenun-
abhéngig, also wohldefiniert: Seien () und (¢, ) andere Reprasentaten. Dann ist

d(xna yn) < d(xna in) +d(3’éna gn) + d(gm yn) .
S—— ~—
—0 —0

Die umgekehrte Ungleichung ergibt sich aus Vertauschung der Rollen. Man rechnet leicht nach,
dass (X, d) ein vollstdndiger Raum ist. Wir konnen (X, d) durch die entsprechenden konstanten
Folgen isometrisch in X einbetten. ]

Bemerkung. Wendet man diese Technik auf @ mit der natiirlichen Metrik an, dann erhilt man
(R, d) als vollstindige Hille.

(3.5) Satz (Schachtelsatz). Sei(X,d) ein vollstandiger metrischer Raum und seien (x,)n«n C
X und (rp)nen C (0, 00) Folgen mit der Eigenschaft

(a) Ern+1(xn+l) C By, (xn)
(b) lim, oo 1y = 0.
Dann gibt es genau ein xy € X mit x, € mneNE,n(xn)'
Beweis. Fir p € N beliebig gilt B _
Bry.y (insp) C By, ().
Also

d(xn+p’ xn) <rp—— 0.
n—oo

Damit ist (x,)n € N eine Cauchyfolge und damit konvergiert gegen ein xy € X. Aulerdem gilt

d(xp, xn) < d(xo, xn+p) + d(xn+p, Xn) -

—0(p—00) <rn

Damit folgt fiir p — oo
d(xo,xn) <rp, VYneN

also xp € (N,en Ern (xn). Fur die Eindeutigkeit sei Xy ebenfalls in ), ¢ Ern (x,). Dann folgt

d(xo, Xo) < d(xp, x,) +d(xn, %) < 2r, —— 0.
N——— N’ n—oo
<rn <rn

Doch damit war bereits xq = Xg. [ ]

(3.6) Definition. Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes (X, d) heif3t von erster Katego-
rie oder mager, falls sie die Vereinigung abzéhlbar vieler in X nirgends dichter Mengen ist.
Andernfalls heifit M von zweiter Kategorie.
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3 Volistindigkeit in metrischen Rdumen und der Satz von Baire
Der folgende Satz wird beim Beweis mehrerer fundamentaler Satze benétigt, z.B beim Prinzip
der gleichméafligen Beschranktheit oder dem Open-Mapping-Theorem.

(3.7) Satz (Baire). Jjede nichtleere offene Menge eines vollstindigen metrischen Raumes
(X, d) ist von zweiter Kategorie (insbesondere X selbst)

Beweis. Sei ) # M C X offen. Wir nehmen umgekehrt an, M wire von erster Kategorie, das
heif3t
mc | M,

mit M,, C X nirgends dicht. Wéhle xo € M. Da M offen ist, gibt es ein r = ry > 0 mit
B,,(x9) € M. Da M, nirgends dicht ist, gibt es r; > 0 und x; € X mit

By, (x1) C Byy/2(x0)

und B, (x1) N M; = 0. Analog finden wir, da M, nirgends dicht ist, r, > 0 und x; € X mit

Brz(xz) c Brl/z(xl)

und B, (x2) N My = 0. Durch Fortsetzen dieses Schemas finden wir eine Folge (x,,),en € X und
Radien (r,)nen C (0, 00) mit r, < r/2" —— 0. Damit sind alle Voraussetzungen von [Satz 3.5

n—oo

erfiillt. Folglich existiert genau ein

ie ﬂ By, (xn) C B,(x0) C M.

neN

Aber x ¢ M, firr alle n € N Folglich ist auch x nicht in | J,,epy M, = M. Das ist ein Widerspruch.
Also ist M von zweiter Kategorie. [ |
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Kapitel 3
Topologische lineare Raume

Erklartes Ziel dieses Kapitels wird sein, die beiden Strukturen aus den vorherigen beiden Ka-
piteln, also die Topologie und den linearen Raum zusammenzufiihren.

(0.1) Definition. Ein linearer Raum X tiber dem Korper K mit Topologie T heif3t topologischer
linearer Raum, falls die Vektorraumoperationen (+ : X X X — X und - : K X X — X) stetig
sind.

Bemerkung. Stetigkeit der Vektorraumoperationen sollte als minimales Kompatibilitatskrite-
rium der beiden Strukturen gefordert werden. Tatséchlich ist es im Allgemeinen gar nicht er-
fullt. Erst im normierten Raum bekommt man diese Stetigkeit geschenkt.

§1 Normierte Raume

(1.1) Definition. Sei X ein linearer Raum tiber K. Die Abbildung ||-|| : X — [0, c0) heifit Norm
auf X, falls fiir alle x,y € X, a € K gilt:

@ llx[[=0&=x=0

(b) llax|l = |el [|x]]

© llx +yll < llx[l + [yl

(X, I-]D) heifit dann normierter Raum.

(1.2) Bemerkung. Durch d(x,y) := ||x — y|| wird ein normierter Raum auch ein metrischer,
also insbesondere auch ein topologischer Raum. Diese induzierte Topologie auf (X, ||-||) heif3t
Normtopologie.

Ohne die lineare Struktur macht der normierte Raum gar keinen Sinn, da fiir die Definition
einiger der Normaxiome die Vektorraumoperationen verwendet werden.

(1.3) Beispiele.  (a) Betrachte den R" mit [|x||, := (X5 Ixi |P)1/p mit 1 < p < oo ist ein
normierter Raum, genauso wie mit ||x||,, := max;<;<p |x;|. Insbesondere gibt es im R”
tiberabzédhlbar viele verschiedene Normen. Wir werden jedoch spéter sehen, dass diese
Normen alle die gleiche Topologie erzeugen.



1 Normierte Raume

(b) Der Raum aller stetigen Funktionen auf einem kompaktem Intervall C[a, b] mit ||x||, :=
max;e[q,p] |%(t)| ist ein normierter Raum. Auflerdem wird durch

b
Il = [ (ol
a
ebenfalls eine Norm definiert.
(c) Sei Q c R" offen und beschrinkt. Dann wird C(Q) mit

lIxleo = max |x(t)]
teQ

auch zu einem normierten Raum.

(d) LP(Q) = LP(Q)/N, wobei AL = {f : Q — R, f(¢) = 0 fast tiberall} ist mit

1/p
x| o= ( /Q |x<t)|Pdt)

ein normierter Raum, wobei 1 < p < co.

(e) €P mit

n 1/p
IxIl, == (Z Ix; |P)
i=1

ist ebenfalls ein normierter Raum, wobei 1 < p < co.

(1.4) Lemma. Sei(X, ||-||) ein normierter Raum. Dann sind die Abbildungen +, - und ||-||
stetig.

Beweis. Fir beliebige Folgen (x,)nen, (Yn)nen C X, (@n)neny mitlimx, = x,limy, = y,lima, =
a gelten

lGen + yn) = G + Y < Mlx = xall + [y = ynll
sowie

llanxn — ax|l < lan| lIxn — x|l + [Ix]| lan - al
und

]l = llxIH] <l — x|l

nach der umgekehrten Dreiecksungleichung. Folglich sind die zu betrachtenden Abbildungen
alle folgenstetig, und, da metrische Rdume stets dem ersten Abzahhlbarkeitsaxiom geniigen,
auch stetig. ]
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2 Topologische lineare Rdume

(1.5) Korollar. Jeder normierte Raum versehen mit der Normtopologie ist ein topologi-
scher linearer Raum. Deshalb ist auch keine Unterscheidung zwischen normierten Rdu-
men und normierten linearen Rdumen notig.

§2 Topologische lineare Raume

Bemerkung. Hierbei sei stetis die Topologie von X X X die Produktopologie, bei den Kérpern
R
K = c die tbliche Topologie. Wir schreiben im Folgenden fiir Mengen M, M;, M, C X

und ¢ C K nun
My + My := s(My, Ms) :={x+y:x € M,y € My},

A-M:=m(AM):={ax:acAxe M}

(2.1) Lemma. Hat der topologische Raum (X, T) auch eine lineare Struktur, so sind dqui-
valent:

(a) Die Addition s ist stetig.

(b) Fiir beliebiges x,y € X gilt: Zu jeder Umgebung Ox,y € T existieren Umgebungen
Ox € T vonx und Oy € T vony mit Ox + Oy C Oxyy

Beweis. s ist stetig in (x, y) genau dann, wenn zu jeder Umgebung O, , € Tx von (x, y) existiert
eine Umgebung U C Txxx von (x,y) mit s(U) C Oy4y. Nach Definition der Produkttopologie
existieren dann Umgebungen Oy € U, und O, € U, mit O, X Oy C U. Damit ist

Ox + Oy = 5(0Ox, 0y) = s(Ox X Oy) C s(U) C Oxyy.

Analog zeigt man die entsprechende Aussage fiir die skalare Multiplikation: [

(2.2) Lemma. Hat der topologische Raum (X, T) auch eine lineare Struktur, so sind dqui-
valent:

(a) Die Addition m ist stetig.

(b) Fiir beliebiges a € K, x € X gilt: Zu jeder Umgebung Oy, € T existieren Umge-
bungen O € T vonx und Oy € T vony mit Oy X Ox C Ogx.

Betrachtet man insbesondere die Stetigkeit am Punke ¢ = 0 und x € X beliebig, dann gilt also:
Fiir jede Umgebung Oy € U, C X existiert eine Umgebung O, € U, und ein r > 0, so dass

VB :|Bl <r:BOx C O,

Unmittelbar daraus erhalten wir folgendes Korollar:
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3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Rdume

(2.3) Korollar. Im topologischen Raum (X, T) gilt fiir x € X beliebig und (fn)nen C R

fn — 0 = fpox — 0.
n—oo

n—oo

Definition. (a) Zu xo € X fest definieren wir den Translationsoperator

I

, =X — X, x = x + xo.
(b) Zu ap € K* fest definieren wir den Multiplikationsoperator
Mg =X > X, x> ap - x.

(2.4) Lemma. Die Translationsoperatoren und Multiplikationsoperatoren sind Homdo-
morphismen.

Beweis. Das ist klar. ]

(2.5) Korollar (Invarianzprinzip). Im topologischen linearen Raum (X, T) ist die Topo-
logie bereits durch die offenen Umgebungen von 0 € X bestimmt. Alle anderen offenen
Mengen entstehen durch Translation.

Beweis. Das ist klar. [}

§3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Rdume

(3.1) Definition. Eine Metrik d : X X X — R auf einem linearen Raum X heif3t translationsin-
variant, falls gilt:
Vx,y,z € X :d(x,y) =d(x +z,y + 2),

oder dquivalent dazu:
Vx,y e X :d(x,y) =d(x —y,0).k

Bemerkung. Ohne lineare Struktur macht das gar keinen Sinn!

(3.2) Definition. Ein metrischer Raum (X, d) mit linearer Struktur und translationsinvarianter
Mertik d heif3t metrischer linearer Raum, falls die Vektorraumoperationen stetig sind (in der
von der Metrik induzierten Topologie).
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3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Rdume

(3.3) Lemma. Im metrischen Raum (X, d) mit linearer Struktur und translationsinvari-
anter metrik, dann ist die Addition immer stetig.

Beweis. Es gentigt, da in metrischen Raumen Folgenstetigkeit und Stetigkeit dquivalent sind,
zu zeigen, dass lim d(x, + yn, x + y) = 0, sofern lim d(x,,, x) = 0 und lim d(y,, y) = 0. Dazu ist

dxp + Yn,x +y) <d(xy +yn) +d(x + yp, x +y) = d(xp, x) + d(yn, y) — 0.

Beispiel. Sei X = C(a, b) mit der Metrik

d(x,y) = min{1l, D |x(0) - y(®)}.

te(a,b)

Dann ist d eine translationsinvariante Metrik, aber X ist kein linearer Raum, da die Skalarmul-
tiplikation nicht stetig ist.

Fir die Stetigkeit der skalaren Multiplikation im Punkt («,x) € K X X hat man (nach dem
£ — 8 — Kriterium)

—a| <r
Ve > 0356 > 03r > 0Vf € KVy e X : 1p~al = d(fy,ax) <¢
dx,y) <6

(3.4) Lemma. Sei (X, d) ein metrischer Raum mit linearer Struktur und mit einer trans-
lationinvarianten Metrik. Dann ist X mit der von d erzeugten Topologie ein metrischer
linearer Raum genau dann, wenn fiir alle « € K,x € X und beliebige Nullfolgen
(Xn)nen C X, (an)neN)CK gilt

ax, — 0
n—oo

ax, — 0
n—ooo

anx, — 0
n—oo

Beweis. ,=7: Skalare Multiplikation ist im metrischen linearen Raum stetig, also folgen die
Aussagen sofort.

~<"“: Wegen der Aquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetigkeit ist zu zeigen

ap, — a e K
n—oo
= apx, — ax.
X, — x€X n—o0
n—oo
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3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Rdume

Seidazu z, :=x, —x € X, y,, := @, —a € K. Dann ist

YnZn + YnX + azy = (@n — @) (xp — %) + (@y — @)x + a(xy — x) = apxy, — @ X

Somit ist
d(apxp, ax) = d(anx, — ax,0) = d(y,z, + ynx + az,,0)
< d(Ynzn: 0) + d(ynx, 0) + d(azy, 0) = 0.
—_— —— ——
—0 —0 —0
Da die Addition ohnehin immer stetig ist, sind wir fertig. ]

(3.5) Definition. Eine Abbildung | - | : X — [0, o) heifit Quasi-Norm auf dem Linearen Raum
X, falls gilt:

(Q1) |x| = 0 fiir alle x € X und |x| = 0 genau dann, wenn x = 0.
(Q2) | — x| = |x| fur allex € X

(Q3) |x+y| < x|+ |y| fur alle x,y € X

(Q4) |axy| —2 0 fir a € K, falls |x,| — 0

(Q5) |anx| —= 0 fir x € X, falls |a,| — 0

(Q6) |anxnl — 0 falls |x,| — 0 und |a,x,| — 0

(X,]-|) heifit dann quasi-normierter Raum.

(3.6) Bemerkung. Jeder normierte Raum ist auch ein quasi-normierter Raum.

(3.7) Satz.  (a) Ist | - | eine Quasi-Norm auf X, so wird durch d(x,y) := |x — y| ei-
ne translationsinvariante Metrik definiert, welche X zu einem metrischen linearen
Raum macht.

(b) Ist (X, d) ein metrischer linearer Raum mit translationsinvarianter Metrik d, so ist
(X, |- |) mit |x| := d(x,0) ein quasi-normierter Raum.

Beweis. Das folgt direkt aus den Axiomen und [ ]
Speziell fiir die Anwendung sehr wichtige metrische lineare Raiume werden von Semi-Normen

erzeugt.

(3.8) Definition. Sei X ein linearer Raum. Eine Abbildung p : X — R heif3t Semi-Norm oder
Halbnorm, falls folgendes gilt:

(S1) Vx e X :p(x) >0

(S2) Vx € X, € K : p(ax) = |a|p(x)

— 22 —



3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Rdume

(83) Vx,y € X :p(x +y) < p(x) + p(y)

(X, p) heiflt dann semi-normierter Raum.
Beispiel. £P(Q) ist ein semi-normierter Raum.
Bemerkung. Jeeder semi-normierte Raum (X, p) erzeugt einen normierten Raum (X/N, p),

wobei N = {x € X : p(x) = 0} ein linearer Unterraum ist.

(3.9) Satz. Esseienp, : X — R, n € N abzdhlbar viele Semi-Normen auf einem linearen
Raum mit der Eigenschaft

pn(x) =0 fiiralleneN = x =0. (3.1)
Dann ist
S -n Pn(x B y)
d(x,yr) := 2
G9m) Z L+ pulx - )

eine translationsinvariante Metrik auf X, welche X zum metrischen linearen Raum macht.
(3.10) Bemerkung. p, : X — R sind auf (X, d) stetig. Das folgt aus (fiir x; — x( in X)

|pn(xi) —Pn(x0)| < Pn(xi —x9)— 0

und einer Ubungsaufgabe.

(3.11) Satz. Sei (X, d) der in[Satz 3.9 gegebene metrische lineare Raum (mit der von der
Metrik erzeugten Topologie). Dann bilden die Mengen (e, > 0)

Upns en) = ) BE2(0) = {x € X : pu(x) < £}

und deren endliche Durchschnitte eine Umgebungsbasis von 0 € X

Bemerkung. Nach dem Invarianzprinzip ist damit durch (J Bf: die ganze Topologie bestimmt.
Mit anderen Worten: Die Topologie welche tiber die Metrik bestimmt ist, ist dieselbe wie die,
welche von den U(p,, ¢,) und endlichen Schnitten davon erzeugt wird.

Beweis (Satz 3.11). Zunéchst ist U(py,€,) € T:Sein € Nund ¢, > 0 fest und y € U(py, &,)
beliebig gegeben. Dann ist p,(y) < &,. Dann wiahle p = p(y) > 0, so dass p,(y) + p < ¢,. Dann

gilt fiir r := 2_"% > 0:

x € B,(y) = pulx+71) <p.

Dazu ist

Y gy < 2= L
1+Pn(x_y) ~—— 1+p

<r
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3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Rdume

also p,(x — y) < p. Mit diesem r gilt B,(y) C U(pn, €,): Sei x € B,(y). Dann gilt

Pn(x) < pu(x = Y) +Pn(y) < pa(y) +p = e
L —
<p
wie gewlinscht.

Sei B,(0),r > 0 gegeben. Wiahle ny € N mit

[Se]

ZZ‘"<

n=ngm

[NCH ]

mit ¢ := £ gilt dann
ny
ﬂ U(pi ) € B (0).
n=1

Sei dazu x € N2, U(pn, €) beliebig. Dann ist

no 0 ny

— Pn(x) — _ r r
d(x,00< » 27" 4 N 27"<e Y 27— <e+—=r,
SCEPI A v APILARIDI IR A

n=ngm

somit also x € B,(0). [

(3.12) Bemerkung. Die Mengen U(p,, €,) und deren endlichen Schnitte sind konvexe Mengen,
das heif3t
X,y € U(pp,en),x € [0,1] = ax+ (1 —a)y € U(pn, €n)

Beweis. Es ist

pnlax + (1= a)y) < |a| pa(x) +|1 = a| pa(y) = en.
—— ——
<én <en |

Also besitzt der in [Satz 3.9 gewonne metrische lineare Raum (X, d) eine Umgebungsbasis von
0, die nur aus konvexen elementen besteht.

(3.13) Definition. Ein topologischer linearer Raum (X, 7), in dem jedes x € X eine Umge-
bungsbasis besitzt, die nur aus konvexen Mengen besteht, heif3t lokalkonvex.

(3.14) Satz. Sei X ein linearer Raum mit Semi-Normen p;,i € I, wobei I eine beliebige
Indexmenge ist, mit der Eigenschaft

pi(x) =0 firalleiel = x=0.
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4 Beispiele

Dann sind die Mengen
U@i,fi) = {x eX :p(x)<€i}, & >0,iel

und deren endliche Schnitte eine konvexe Umgebungsbasis von 0 € X. Die dadurch ge-
wonne Topologie T macht X zu einem lokalkonvexen Hausdorff-Raum.

§4 Beispiele

Wir werden die unten angegebenen Beispiele auch gleich auf Vollstandigkeit untersuchen.

(4.1) Definition.  (a) Ein metrischer linearer Raum (X, d) der vollstindig ist, heifSt Fréchet-
Raum.

(b) Ein normierter Raum (X, ||-||), der vollstandig ist, heif3t Banach-Raum.

Beispiel ((’-Rdume).  (a) ({7, [[,), 1 < p < oo ist normierter Raum mit

00 1/p
Ixll, = (Z |xi|f’) :
i=1
(b) (£, ]I“Il«c), ist normierter Raum mit ||x||o, = sup; ¢y |%il-
(c) (P, ]-|p= ||-||§), 0 < p < 1ist quasi-normierter Raum.
(4.2) Bemerkung. Fir 0 < p < g < ocogilt {7 c €9 c £*.
Beweis. Seix € P mit |x| =1 =),y |x;|P. Dann ist fur alle i € N |x;|? < 1, also auch |x;| < 1.

Dann folgt auch };y |xi|? < 1, also x € €9 und sup; o |x;| < 1, also x € £, [

(4.3) Satz. Firl < p < oo ist (¢?,||||,) ein Banachraum. Fiir 0 < p < oo ist (€7, ] - |,)
ein Fréchet-Raum.

Beweis. Nur fiir 1 < p < co. Sei dazu (x,)nen C ¢P eine Cauchy-Folge, also x,, = (§,€’)k€N und
fiir jedes € > 0 gibt es ein ny mit

oo 1/p
Vn,m > ng : ||x, — xm||, = (Z & — §;Z”I"’) < €&
k=1

Sei ko € N beliebig. Dann ist (¢")nen eine Cauchy-Folge in K, besitzt also einen Grenzwert g, .
Setze nun x := (& )ken € K™ = s. Wir vermuten x als Grenzwert unserer Cauchy-Folge. Also
miissen wir zeigen, dass x € ¢, und dass unsere Folge tatsachlich gegen x konvergiert.
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Es gilt
[1xnll) < “x" - xno” + ”x"o“ Vn 2 ng

——
<&

Deshalb existiert ein M > 0 mit ||x, ||, < M fiir alle n € N, also

N 00
DUIENP < D IEMP < MP < oo,
k=1 k=1

Also haben wir

N
DUIEL < MP VneN,
k=1

also durch Grenzwertbildung N — oo auch ||x||£ < MP bzw. x € (P.

Ferner haben wir

N
Z|§:_§IZH|P<5P VNEN,n,mZnO(g)'
k=1

Fiir n — oo folgt

N
D lE - ErIP < e YN eN,m 2 n,
k=1

und mit N — oo .
Z & — EMP <P Ym 2 n,
k=1

also die Konvergenz.

Beispiel. Betrachte den Folgenraum S = K* = {x = (&,)nen, &n € K}. Dann ist
Pn(x) = |§Tl|9 Pn: K® - R

eine abzdhlbare Familie von Halbnormen mit

pn(x)=0VneN = x=0¢e K%
Nach [Satz 3.9|folgt, dass (K*, d) mit

= N g PX—Y)
d(x’y)",;Nz T+ palx— 1)

4 Beispiele

ein metrischer linearer Raum ist. Der Konvergenzbegriff entspricht gerade der komponenten-

weisen Konvergenz, das heifit, fiir eine Folge (xg)gen mit xx = (§,’f Jnen gilt

0
xkk—>0 = d(xn,o)k—>0 = pn(xk)k—>V"€N = |§,’f|k—>\7’ne N.
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4 Beispiele

Wir fragen uns nun, ob auf dem K* auch eine Topologie existiert, so dass der induzierte Kon-
vergenzbegriff der der gleichméfligen Konvergenz in allen Komponenten entspricht? Also

1
Xp ——5 0 € K® & Ve > 0Tky e N: |E5| < eVk > koVn € N.

k—o00

Wenn K ein topologischer linearer Raum sein soll, ist das nicht méglich. Notwendig wére,
dass fiir eine Folge x € K®

ar — 0in K = ax —— inX = K™,
k—o0 k—o0

Wihle dazu die Nullfolge (ax)ken = (1/k)ken € R, x = (n)pen € X. Dann ist
aix = (n/k)nen € K”

zwar eine Nullfolge in K* ist, diese Konvergenz ist jedoch nicht gleichméflig in n. Man kann
zeigen, dass K™ mit d vollstindig, also ein Fréchet-Raum, ist. Ist K* auch normierbar? Also
gibt es auf K™ eine Norm, welche die gleiche Topologie erzeugt wie die d? Auch das ist nicht
moglich:

(4.4) Lemma. In(K*,d) gilt:
(a) B1(0) = K*
(b) Betrachte den linearen Unterraum My, = {x = ({;)nen mit &, = 0 fiirn =

1,...,n9}. Dann gibt es fiir jeden Radius r > 0 ein ny € N, so dass My, C B,(0).
Das heifst, jede noch so kleine Metrikkugel enthdlt einen nichttrivialen Unterraum.

Beweis.  (a) Das ist trivial.

[e0)

(b) Seir > 0 gegeben. Wihle nun ny, so dass 33, ;27" < r. Dann gilt

. — -n pn(x) _ X -n Pn(x) - —n
Vx € My, :d(x,0)= ) 2 Teo " ;02 Tea = darmar

neN n=ng | |

Wire nun die Topologie auf (IK*, d) nun auch von einer Norm erzeugt, dann wiren die Norm-

kugeln
Blrl'“(O) ={x e K% :||x|| <7}

auch eine Umgebungsbasis der Null. Das heifit insbesondere wiirden wir zu jedem 7 ein r fin-

den, so dass 0 € B4(0) C Bll‘”(O). Mitfolgt also
My, € B,(0) c Bl'(0)

fiir ein geeignetes ny. Sei nun ein 0 # x € Mp,. Dann ist, da M, ein Unterraum ist, auch
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4 Beispiele

ax € My, fir alle @ € K. Das heifit,
la| - ||x|| = ||ax|| < 7 fur alle a € K,
was bereits a = 0 impliziert. Das ist ein Widerspruch.

Beispiel (Rdume beschrinkter Funktionen). SeiS eine beliebige Menge und B(S) := {f : S —
K, f(s) ist beschrankt }. Dann wird B(S) mit

1f 1 ¢s) = sup [ F()] < oo,
xeS

der sup-Norm, zu einem Banachraum. Dabei ist offensichtlich, dass ||-||g(s) tatséchlich eine
Norm ist, und wir werden in einer Ubung zeigen, dass die induzierte Metrik tatsachlich voll-
stiandig ist.

Lemma. Sei(X,d) ein metrischer Raum, Y C X. Es gilt
(a) Wenn (X, d) vollstindig ist und Y abgeschlossen, dann ist auch (Y, d|yxy vollstin-
dig.
(b) Wenn (Y, d|yxy vollstindig ist, so ist Y abgeschlossen in (X, d).

Beweis. Ubungsaufgabe. |

Beispiel (Rdume stetiger Funktionen). Sei K ¢ R”" kompakt, also nach Heine-Borel abge-
schlossen und beschrankt. Dann ist

C(k) ={f : K - K, f stetig}
ein normierter Raum mit
1flle = 1flle = max| £,

der Maximumsnorm. Dieses Maximum wird tatsdchlich immer angenommen, da K kompakt
ist (Satz von Minimum und Maximum). Insbesondere sind alle stetigen Funktionen auf K be-
schrankt. Damit gilt offensichtlich C(K) ¢ B(K) und || fllcx) = Il fll (k) fiir alle f € C(K). Da
jede stetige Funktion auf kompakten Teilmengen von metrischen Raumen auch gleichméflig
stetig ist, das heif3t

Ve > 035 >0: (ltl — t2| <d = |f(l'1) —f(tz)l < E)th, theK

(4.5) Lemma. C(K) ist ein abgeschlossener Unterraum von (B(K), ||| p(x)) und somit ins-

besondere auch (mit[Lemma 1) vollstindig.
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Beweis. Sei (fi)ien eine konvergente (in (B(K), ||-|| (x))) Folge in C(K). Dann existiert ein f €

Il Bcx)

B(K) mit f; —— f. Wir miissen zeigen, dass f bereits stetig ist. Fir beliebige t, t, € K gilt
1—00

If(t) = )l < 1fiCt) = filt)] 211 fi = fllp) < e

S~—— —_———
<e/3 fir [ti—ty| <D (¢) <e/3 fir i>ig
Damit ist f auch gleichméfig stetig, also insbesondere auch stetig und in C(K). ]

Das heifit, die Stetigkeit der Folgenglieder (f;);en € C(K) Gibertrégt sich auf die Grenzfunktion
und Konvergenz in (C(K), ||-||) ist ,gleichmaBig auf K“. Wegen dieser Eigenschaft ist die Ma-
ximumsnorm |||, auch die natiirliche Norm auf C(K). Andere mogliche Normen (und damit
andere Topologien) auf C(K) waren z.B.

1/p
||f||p:(/K If(t)lpdt) L lgp<w.

Allerdings ist die Konvergenz in dieser Topologie impliziert keine Stetigkeit fiir die Grenzfunk-
tion.

Beispiel. Sei Q c R" offen und analog
C(Q):={f:Q > K, f stetig }.

Hier konnen Funktionen aber auch unbeschrinkt sein. Also braucht sup | f| nicht mehr zu
existieren.

(4.6) Definition. Es sei (K;;)men eine Ausschopfung von Q mit kompakten Mengen K= C Q,
das heif3t, es gelte

Q= UmEN Km’ Km - Km+19
K c Qkompakt = K c K, fireinmeN

Man nehme z.B.
Kpn={xe Qc R":|x]| € m,dist(x,0Q) > 1/m},

wobei dist(x, 0Q) := inf{||x — y|| : y € IQ} und IM = Q\ Q.
Dann ist C(Q2) mit der Metrik

4(f.0) = Z - I flle,,

w1 llcug,)

ein Fréchetraum, also ein metrisierbarer linearer Raum nach [Satz 3.9, da

Iflle,) =0¥VmeN = f=0¢eC(Q).
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Es gilt in diesem Raum
d(fi, f) H—w> 0 = |lfi _fHC(Km) 1—>—oo> Vm e N,

was ja gerade gleichméflige Konvergenz auf jeder Kompakten Menge K C Q bedeutet. Damit ist
Stetigkeit der Folgenglieder (f;);en C C(Q) impliziert Stetigkeit der Grenzfunktion f € C(Q),
da Stetigkeit nur eine lokale Eigenschaft ist.

Wir werden in der Ubung sehen, dass C(Q2) mit dieser Metrik d¢(q) nicht normierbar ist.

Beispiel (Riume differenzierbarer Funktionen).  (a) Betrachte die Menge C/(K) = {f :
K — R,D“f existiert und ist stetig fir|ae| < ¢} der {-mal stetig differenzierbaren
Funtktionen auf einer kompakten Menge K C R"” mit ¢ € Ny Dabeiista = (a1, ..., a,) €
Ny ein Multiindex, |a| = X}, a; und

Dann wird C/(K) mit der Norm

Ifllceq = mase mas D £ ()
zu einem Banachraum. Die meisten Eigenschaften sind klar, die Vollstandigkeit folgt un-
mittelbar aus der Vollstandigkeit von C(K) Konvergenz in C/(K) bedeutet gerade gleich-
méflige Konvergenz aller partiellen Ableitungen bis zur Ordnung ¢ auf ganz K.

(b) Sei Q ¢ R" offen und C/(Q) = {f : Q — R, D*f existiert und ist stetig fiir|a| < £} der
Raum der {-mal stetig differenzierbaren Funtktionen auf Q mit £ € Ny. C/(Q) wird mit
der Metrik

m Pmi(f—9)
a(f,g) = m—— - =
9= 0, 2" -9

o

. pma(f) = max ID% flle,,) »

wobei die K, Ausschépfungen von Q mit kompakten Mengen sind, zu einem Fréche-
traum. Konvergenz in C?(Q) bedeutet gerade gleichmaflige Konvergenz aller partiellen
Ableitungen bis zur Ordnung ¢ auf jedem Kompaktum, das in Q enthalten ist. Auch
dieser Raum ist nicht normierbar mit einem analogem Argument wie bei den stetigen
Funktionen auf Q.

(c) Wir betrachten nun einige Unterraume von C*(Q):

(i) Cg(Q) ={f : Q - R, D*f existiert, ist beschriankt und ist stetig fir|a| < ¢} wird
zum normierten Raum mit

= D¥
Ifllcgia) = max sup 1D f ()
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Zwar gilt C4(Q) ¢ CY(Q) (als Mengen), jedoch besitzt C4(Q) nicht die Relativto-
pologie von C(Q), wie wir in einer Ubung sehen werden.

(4.7) Definition. (a) Fir Q c R" offen und f : Q — R heif3it

supp f :={x € Q, f(x) # 0}

der Trdger oder Support von f.

(b) Wir sagen fiir eine Menge M C Q M liegt kompakt in Q, wenn M kompakt ist
und M C Q. Wir schreiben dafiir M cc Q.

(i) Cg(Q) = {f € CYQ) : supp f cc M} Funktionen mit supp f cC M haben Luft
zum Rand von Q:

dist(supp(f), 9Q) > 0,

denn sowohl supp f als auch dQ sind abgeschlossen. Es gibt verschiedene Mog-
lichkeiten, Topologien fiir Cg (Q) zu wihlen:
(a) Cg (Q) c CY(M) mit Spurtopologie von der Metrik.
(b) Cg (Q) c Cg(M) mit Spurtopologie von der Norm.
Diese Topologien sind jedoch nicht identisch.
Sei Q ¢ R”" offen und C*(Q) = {f : Q@ — R,D*f existiert und ist stetig fur alle

a € NI} = Ngen C!(Q). Wir definieren die Topologie wieder iiber eine Metrik durch
Seminormen

-m pm(f_g) a
9= 22" T gy PnD = e ID e,

Mit dieser Metrik wird C¢(Q) zum Fréchetraum. Konvergenz in C*°(Q) bedeutet gerade
gleichméflige Konvergenz aller partiellen Ableitungen auf jedem Kompaktum, das in Q
enthalten ist. Auch dieser Raum ist nicht normierbar mit einem analogem Argument wie
bei den stetigen Funktionen auf Q.

Sei Q C R" offen und C°(Q) = {f € C*(Q) : supp f CC M} der Raum der Testfunktio-
nen. Ein Beispiel fiir so eine Funktion ist

Flx) = cexp (—W), |x] <1 ’

0, |x| > 1

wobei @ = Bl 1~(0), | - | = |I-|l, und ¢ € R konstant. Offensichtlich ist C(Q) ¢ C®(Q).
Wenn man auf C;°(Q) jedoch die Spurtopologie wihlt, bekommt man spater Probleme
(bestimmte Funktionale auf C;°(Q) sind nicht mehr stetig, wie wir in einer Ubungsauf-
gabe sehen werden. Man nennt Funktionale auf C;°(€2) auch Distributionen). Aufierdem
wire der C;°(Q2) mit dieser Metrik nicht vollstdndig — der Trager der Grenzfunktion muss
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nicht mehr beschrankt sein.

Definition. Sei M c X und X ein linearer Raum. Dann heif3t

k k
conv(M) := {x:3da; > 0,x; e M,i € {1,...,k}: Za,- = 1,20{,-3(,- = x}
i=1 i=1

die konvexe Hiille von M.

Aus Griinden, die erst spéter zu verstehen sind, wahlt man auf Cg"(Q) folgende lokal-
konvxe Topologie: Setze

pO= Y 2D e o)

Zi% T4 ek

Sei (Dj)jen eine Ausschopfung von Q mit offenen Mengen, also D; C Dj,;,D; CC
Q,Ujen Dj = Q. Eine mogliche Wahl wire beispielsweise D; = K7, wobei die K; wie
oben sind. Fir ¢ = (¢j)jen € R, ¢; > 0 fiir alle N definieren wir eine Umgebungsbasis
der 0 € C;°(Q) durch alle Mengen

U, := conv U{g €CC: p(f) < g5} | € CX(Q).
jeN

mit ¢ = (¢j)jen € R, ¢; > 0 und endliche Schnitte davon. Andere Umgebungen umge-
ben sich durch Translation. Die so definierte Topologie nennen wir 75 und den Raum
C°(Q) auch D(Q). Es stellt sich heraus, dass diese Topologie tatsachlich unabhéngig
von der gewahlten Ausschopfung ist. Auflerdem ist (D(Q2), Tp) ein topologischer linea-
rer Raum, das heif3t, die Vektorraumoperationen sind stetig.

(4.8) Lemma (Charakterisierung offener Mengen in D(Q)). Es gilt
O€ Tp & VEe€O3e=(ej)jen €ERT,e;>0:e+ U, CO.
Das heif3t, die Topologie Tp und die Topologie
Tp = {0 C CP(Q) : V& € 0 = (¢))jen € RV, 65 > 0: ¢ + U, € O}

sind gleich.

Beweis. Ubung. ]
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(4.9) Korollar. Die Mengen Ue sind bereits eine Umgebungsbasis der Null. Nach
Definition sind sie aber auch Konvex, das heifst (D(Q),Tp) ist ein lokalkonvexer
Hausdorff-Raum.

(4.10) Satz. ¢, — 0 =
m-—-00

(i),  Es existiert D offen mit D CC Q und &, € C;°(D) fiir allem € N
(ii), Firjedesk € N gilt: ||& || o5y — O
CHO) oo

Beweis. Zeige nur ,,&=". Sei dazu (&,,) men eine Folge mit (i) und (ii). Wahle nun D; von
oben mit D C Dj (j ist fest). Seinun € = (¢;);en, & > 0 gegeben. Dann miissen wir zeigen,
dass fiir alle m > my schon &,, € U, gilt. Zunachst sind nach (i) &, € C;°(D;) . Aufierdem

gilt
N Hgchk(Q) —k
plém) < Z 1+||§ i + Z 2 <e¢j.
k= mllck(Q) k=N+1
—_———
wegen (i)<gj/2 fiir m > mo(ej, N)  <ej/2 fiir n grofl genug [ ]

(f) Betrachten wir nun Lebesgue-integrierbare Funktionen. Bereits eingefiithrt wurden die
Raume £P(Q) und LP(Q), 0 < p < oo, wobei Q C R" offen. Diese sind fur 1 < p < oo
normiert, und fiir 0 < p < 1 quasi-normiert. Fiir p = oo setzen wir

L2(Q) :=={f : Q@ > R U {—o0, 00}, f messbar und fast iiberall beschrankt}.

Damit haben wir offenbar
C(Q)NB(Q) c LZ(w).

Sei
fllcoiey = supess|f@)] = | inf - sup [£(0)

teQ\M
Dann gilt fir f € £L°(Q)
Ifll =0 & f =0 fast tiberall
Mit N := {f € £2(Q) : || f]| = 0} wird
Q) = (L@, Il @)

zu einem normiertem Raum.

Vorlesung vom Donnerstag, 9. November fehlt (genauso wie
vermutlich alle weiteren Donnerstagsvorlesungen ab jetzt)
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5 Beschrinkte und kompakte Mengen in metrischen linearen Rdumen
Seien f, — f € LP(Q),h € C;°(Q). Dann

nli_r)rgo'/gfn(t)h(t)dt:/Qf(t)h(t)dt,
denn

/Q (alt) - f(DR(E <

Holder
< M[supp(W]"9 || f = fll o) = ©-

hMIfn(t) - f(®)ldt

supp

§5 Beschrankte und kompakte Mengen in metrischen linearen Rdumen

Wir wissen bereits nach dem Satz von Heine-Borel, dass eine Teilmenge K € R”" genau dann
kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist. Beschrinktheit bedeutet hier in einer
(beliebigen, da alle dquivalent) Norm.

Nun wollen wir so ein Konzept fiir Beschrénktheit auch in allgemeinen metrischen (topologi-
schen) linearen Rdumen finden.

Problem. Die natiirliche Ubertragung d(x,0) < M, x € B definiert keine Beschrinktheit. Griin-
de dafiir sind:

(a) In einigen metrischen Raumen gilt ohnehin d(x, 0) < 1 fir alle x € X.

(b) Ist d eine Metrik auf X. Dann ist d = % < 1 eine zu d dquivalente Metrik auf X, wie

wir in Topologie gesehen haben.

(5.1) Definition. Sei (X, T) ein topologischer linearer Raum, B C X heif3t beschrdnkt, falls zu
jeder offenen Umgebung U von 0 € X ein a > 0 existiert, so dass B € aU = {au : u € U}, das
heifit jede Nullumgebung lasst sich so weit ,aufblasen®, dass sie B tiberdeckt.

Bemerkung. Der Begriff ,Beschrénktheit” hingt also von der Topologie ab.

(5.2) Satz. Sei (X,d) ein metrischer linearer Raum, dessen Metrik gemdf von
abzdhlbar vielen Seminormen (py,)nen induziert ist. Dann ist eine Teilmenge B C X genau
dann beschrinkt, wenn fiir jedes k € N ein My > 0 existiert mit py(x) < My fiir alle
x € B.

Beweis. ,=“: Sei k € N gegeben. Setze ry := 2,% und U := B,, (0). Da B beschrénkt ist, gibt es
a = ay > 0, dass

B c aU = aB,(0)
©a 'BC B, (0)

e dla™'x,0) < Vx € B
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Dann gilt schon py(x) < My := ai fir alle x € B, denn

k(Of—lx) a'_l k(x)
k+1 :rk>d(a];1x9022kp—k_1: _k#‘
ok+ 1+ pr(a %) 1+ a;'pr(x)
Also mit 7 := alzlpk(X) gilt % > %, also n < 1 oder py(x) < My, fur alle x € B.

»<": Sei also pr(x) < My fir alle x € Bund k € N. Wir miissen nun zeigen, dass es fiir jedes
r > 0ein @ > 0 gibt mit B C aB,(0), also @B C B,(0). Sei also r > 0 gegeben. Wihle nun

mo € Nmit 3,77 ., 27" < r/2. Wahle @ > 0 mit 3 27" lf;flwﬁk < r/2. Dann gilt fiir alle
x€B
-1 mg -1 [e]
a x a x
da'x,0)= >’ 2‘"+’() <> 2‘"# + Y2t <r/24r/2=T.
Ao 1+a pn(x) ~ = 1+a7pax) nema+l ]

(5.3) Korollar. Sei (X, ||-||) ein normierter linearer Raum, Dann ist eine Teilmenge B C X
genau dann beschrdankt, wenn M > 0 existiert mit ||x|| < M fiir alle x € B.

Beweis. Wihle p;(x) = ||x|| und py = 0 fir k > 2 und verwende den vorherigen Satz. [

(5.4) Bemerkung. Kugeln B,(0) in (X,d), wobei d wie in sinid also immer unbe-
schrankt, weil nichttriviale Unterrdaume M,, C B,(x) existieren. Insbesondere ist dies giiltig in
den Raumen K%, C(Q), CY(Q) und C®(Q).

(5.5) Definition. Ein topologischer linearer Raum (X, T') heifit lokalbeschrinkt, falls 0 € X
eine beschriankte Umgebung besitzt.

(5.6) Bemerkung. Normierte Raume sind lokalbeschrankt und lokalkonvex. Es gilt aber auch
die Umkehrung:

(5.7) Satz (Kolmogorov). Ein topologischer linearer Raum (X, T) ist genau dann nor-
mierbar, das heifSt, die Topologie wird von einer Norm induziert, wenn (X, T ') lokalkonvex
und lokalbeschrdnkt ist.

Beispiel. Die Riume K*,C(Q), C/(Q) und C*(Q) sind nicht lokalbeschrankt, aber lokalkon-
vex. Somit sind sie auch nicht normierbar. Auch L?(0,1) mit 0 < p < 1 ist nicht lokalkonvex,
aber lokalbeschrankt, also nicht normierbar.

(5.8) Definition. Sei (X, 7') ein topologischer linearer Raum. Eine Umgebung U der Null heif3t
kreisformig oder balanced, falls
tUc U, |t<1
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(5.9) Lemma. Sei(X,T) ein topologischer linearer Raum. Dann besitzt die Null eine Um-
gebungsbasis aus kreisformigen Mengen.

Beweis. Ubung. |

Warnung. Metrikkugeln miissen im Allgemeinen nicht kreisférmig sein (obwohl die uns be-
kannten Kugeln dies sind). Gegenbeispiel: X = R, d(x,y) := |/xy 1+ Tr_(s) ds|.

(5.10) Lemma. Sei (X, T) ein topologischer linearer Raum undV € T eine Umgebung

der 0. Dann gilt
x={Jnv.

neN

Beweis. ,0“ klar.

,C“: Sei x € X. Setze ff,, = 1/n,n € N. Dann gilt
Pnx — 0,
n—oo
also 8, € V fiir n > ny. Damit haben wir aber x € nyV. [ |

(5.11) Satz. Sei (X, T) ein topologischer linearer T,-Raum und K C X kompakt. Dann
ist K abgeschlossen und beschrdnkt.

Definition. Falls auch die Umkehrung gilt, dann besitzt X die Heine-Borel-Eigenschafft.
Warnung. Im Allgemeinen ist die Umkehrung falsch.

Beweis. Nach einer Ubungsaufgabe ist K bereits abgeschlossen. Also miissen wir nur zeigen,
dass K auch beschrankt ist. Sei V' € 7 eine Nullumgebung. Sei W C 7T eine kreisférmige
Umgebung der 0, die ganz in V enthalten ist. Da

KCX:LhW

neN

eine offene Uberdeckung von K ist, besitzt diese wegen K kompakt eine endliche Teiliiberde-
ckung
N
K cC UniW(;)nSW, ny <ng<...<ng,
i=1

also folgt die Behauptung mit @ = n;. (x) gilt wegen der Kreisformigkeit und ‘Z—;’ <1 [ ]
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Bemerkung. Ohne die Hausdorff-Eigenschaft gilt dies nicht. Gegenbeispiel: X = R mit der
Klumpentopologie. Dann ist jede Teilmenge von R kompakt, aber nur @ und R sind abge-
schlossen.

(5.12) Definition.  (a) In einem topologischen Raum (X, 7) heifit eine Menge A C X relativ
kompakt, falls A kompakt ist.

(b) In einem metrischen Raum (X, d) heifit eine Menge A C X prdakompakt, falls fir jedes
& > 0 die Menge A von endlich vielen Béllen mit Radius ¢ iiberdeckt werden kann.

(5.13) Satz. Sei (X, d) ein metrischer Raum, O # A C X. Dann sind dquivalent:
(a) A ist kompakt.
(b) A ist folgenkompakt.
(c) (A, d|axa) ist vollstandig und A prikompakt.

Beweis. (a) & (b) wurde bereits gezeigt. Wir zeigen nur () = (c): Sei (x,)nen C A eine
Cauchy-Folge. Nach (b) besitzt (x,),en einen Haufungspunkt x*. Da (x,),en Cauchy-Folge ist,
konvergiert (x,)nen schon gegen x*. Damit ist A vollstiandig.

Angenommen, A wire nicht praikompakt. Dann gibt es ¢ > 0, so dass A keine endliche Uberde-
ckung mit e-Kugeln besitzt. Dadurch kann man eine Folge (xx )i c x definieren, mit d(xy, x;) > ¢
fir k # j. Dann besitzt (xg)rek offensichtlich keine Cauchy-Teilfolge, also auch keinen Hiu-
fungspunkt. Also A prakompakt.

|

Hier fehlt eine Vorlesung.

§6 ?
(6.1) Satz. 3.6.4

Hier gilt M = inf{c > 0 : mit C gilt (5) }.

Beweis. (1) & (2) schon gezeigt.

(3) © (4) klar durch die Charakterisierung von beschriankten Mengen in normierten Raiumen
und Ausnutzung der Linearitit.

(2) = (4). Sei T stetig in x*. Wihle ¢ > 0, so dass T(B.(x*)) C By(T(x*)). Dann gilt fiir alle
X € El(O)
x* + ex € By(x")

und T(x*) + €T(x) = T(x* + ex) € By(T(x*)), das heifit eT(x) € B1(0) oder || T(x)||y < % =M
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(4) = (5). Fir x # 0 gilt
TGNl < llx|l

gl

also gilt die Aussage mit C := M.
(5) = (1). Fir x, x; € X gilt

ITGe) = TGl = 1T =20l < Cllell = 210 = 0.

Damit ist T stetig in x;. u

(6.2) Korollar. Sei die Situation wie in 6.4 Ist T zusdtzlich bijektiv, so ist T genau dann
ein Homdéomorphismus, wenn es Konstanten m, M > 0 gibt mit

mlx|| < [ITGo)ll < M{lx]]

firallex € X

Beweis. klar. n

Warnung. T linear, bijektiv und stetig impliziert selbst in normierten Réumen noch nicht, dass
auch die Inverse Abbildung T~! auch stetig ist, wie wir in der Ubung sehen werden. Sind X und
Y aber Banachraume, so gilt dies aber (Satz von der offenen Abbildung).

Nun zur Charakterisierung von Stetigkeit in metrischen linearen Rdumen.

(6.3) Satz. SeiT : X — Y linear, X, Y lineare metrische Riume. Dann ist T genau dann
stetig, wenn T beschrdnkt ist.

In topologischen linearen Raumen gilt dies jedoch nciht.

(6.4) Satz. 3.6.7

Beweis. Nur ,,&<": Nach 6.6 reicht es, Beschranktheit von T zu zeigen, also dass, wenn B ¢ X
beschrankt ist, auch TN?) C Y beschrénkt ist. B € X ist genau dann beschréinkt, wenn fiir alle
k € NCy > 0 existieren mit pr(x) < Cy fiir alle x € B. Nach Voraussetzung ist dann aber auch
fur alle x € B

gm(Tx) < Mp(Cpy + ... +Cpp) = Kpp,

was nach 5.2 heif3t, dass T(B) beschrinkt in Y ist. [

(6.5) Definition. Seien X, Y topologische lineare Raume. Dann bezeichnet £(X,Y) := {T :
X — Y : T linear und stetig } den Raum der stetigen (beschrdankten) Operatoren. Im Spezialfall
Y = K sei X’ := £(X,K) der Raum der stetigen Funktionale oder auch der Dualraum von X.
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Bemerkung. (a) L£(X,Y) ist wieder ein linearer Raum.

(b) Metrische lineare Riume haben Dualrdume, die im Allgemeinen nicht mehr metrisierbar
sind.

(c) X’ = {0} ist moglich, wie wir in der Ubung sehen werden
(d) Ist X jedoch normierbar, so folgt aus den Hahn-Banach-Sitzen, dass X’ nichttrivial ist.

(e) Falls X und Y normierte Riume sind, dann wird £(X, Y) ebenfalls zu einem normierten
Raum mit der Operatornorm

ITI = 1Tl .. vy = supfllxllx < 1} [Tx|ly = inf{C > 0: Vx € X : [|Tx]|| < C|lx|[}.

Das heif3t, wir haben
Vx € X« ||Tx[ly < [Tl llx]lx (3:2)

Also haben wir
I(Ty + To)x|| = |Tyx + Tox|| < [|Tax|| + [|Tox|| < (T3]l + 1 T2 lIxl ,

und somit Ty + T, € £(X,Y)und ||T} + Tz|| < ||T1]| + ||Tz|| nach (3.2).
(f) Auf L(R",R™) ergeben sich die bekannten Matrixnormen.

(6.6) Satz. Seien X,Y normierte Riume, Y vollstindig. Dann ist £(X,Y) ein Banach-
raum. Insbesondere ist X’ immer ein Banachraum.

Sei Z ebenfalls ein normierter Raum. Ist T € L(X,Y),S € L(Y,Z), soist ST € L(X,Z)
und ||ST|| .(x, z) < IISIHITII.

Beweis. Es ist nur noch die Vollstandigkeit zu zeigen. Sei dazu (T},),en eine Cauchy-Folge in
L(X,Y). Das heif3t, fiir jedes ¢ > 0 existiert ein Ny mit ||T, — Trn|| < € fur n,m > Nj. Also
mit [|Thx — Trx|l € ITn — Tl l1x|| < €||x]|| fur alle x € X und n,m > N,. Insbesondere
ist (T, x)nen eine Cauchy-Folge in Y. Da Y vollstindig ist, besitzt diese Folge einen Grenzwert
Yx € Y. Wir definieren eine Abbildung

T:X > Y, x> yx.

Dann ist T linear, weil alle T,, linear sind. Also ist nur die Stetigkeit von T und die Konver-
genz von (T,)nen gegen T zu zeigen. Fir die Stetigkeit bekommt man unter Verwendung der
Dreicksunglechung direkt

HTnll = 1 Tmlll < T — Tl <& ¥n,m = No,

also eine Cauchyfolge (||T,||),en in R, die wegen der Vollstindigkeit von R konvergent, also
insbesondere auch beschrinkt ist. Damit gibt es M > 0 mit ||T,,|| < M fur alle n € N, also
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mit

ITxll e—— [ITaxll < M|Ix|l, Vx € X,
also die stetigkeit von T. Jetzt zur Konvergenz: Fiir ||x|| < 1 gilt
|Tnx — Tux|| <&, Vn,m = Ny,
also durch Grenzwertbildung n — oo
|Tox —Tx|| <&, Vn= N,

und mit (3.2)
1T, =TIl = sup [[Tux —Tx[ <&, Vn =Ny,

llxll=<1
das heiflt T, — T wie gewlinscht.

Fir den Zusatz haben wir
ST < [ISIHITx[[ < [ISINTI x|l -

Da das fiir alle x € X gilt, haben wir ||ST|| < [|S|| |T]l- [ |
(6.7) Korollar. Ist X ein Banachraum, dann ist £(X) := L(X,X) eine Banachalgebra,
das heif3t ein vollstindiger normierter Vektorraum mit einer Multiplikation, so dass fiir

T,S € L(X) gilt:
NTSI < T lIS]] -

(6.8) Bemerkung. Ist T € L(X,Y), so ist ker T als Urbild der abgeschlossenen Menge {0} stets

abgeschlossen in X. Das Bild hingegen R(T) := imT ist im Allgemeinen jedoch nicht abge-
schlossen. Wann sind Elemente in £(X) invertierbar?

(6.9) Satz. Sei X ein Banachraum und T € L(X) mit lim sup ||T||1/m < 1. Dann ist

m—o0

(id-T) ! € L(X) und es gilt
Gd=T)" = limmoe Z " = Z T € £(X).
n=0 n=0
mit Konvergenz in L(X).

Beweis. Wihle mg und © < 1 mit ||T"|| < ©" fur n > my. Fir S Zﬁ:o T" gilt dann fir my <

k<l
I I I
IR EDY “Tk”s > er<e kixN.
n=k+1 n=k+1

n=k+1

1S — Skll =
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6 ?

Damit ist (Sg )k en eine Cauchy-Folge in £(X) und somit konvergent. Sei S der Grenzwert. Dann

gilt fiir jedes x € X auch Six llcli> Sx, also damit ist fiir alle x € X

k
(id=T)Sx = lim (id =T)Sgx = lim Z(T” ~T"Dx = lim x - TFx = x.
k—oo k—oco o k—oo

Damit ist (id —T)S = id. Da sich analog S(id —T) = id auch zeigen lasst, folgt die Behauptung.
|
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