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Motivation

Motivation

In der klassischen Analyis haben wir Funktionen im K”, wobei K entweder R oder C ist,
untersucht. Dabei war das Betrachten von Eigenschaften wie Konvergenz, Stetigkeit und Dif-
ferenzierbarkeit sehr niitzlich. Die Funktionalanalysis beschiftigt sich nun mit vergleichba-
ren Problemen in iiblicherweise unendlich-dimensionalen Funktionenriumen. Hierfiir wer-
den wir versuchen, die aus der klassischen Analysis bekannten Untersuchungsmethoden zu
verallgemeinern. Doch zunichst ein paar Probleme, fiir deren Losung man die Funktionalana-
lysis benotigt.

Problem. Ein klassisches Beispiel aus der Variationsrechnung: Wir wollen die Funktion
f= | Wwpdx
0

unter den Nebenbedingungungen #(0) = #(7r) = 0 und foﬂ |#(x)[*dx = 1 minimieren. In
der klassischen Analysis haben wir fiir Minimierungsprobleme mit Nebenbedingungungen
Lagrange-Multiplikatoren genutzt. Im unendlich-dimensionalen Fall ist das jedoch nicht so ein-
fach. Wir betrachten f : Y — R wie oben, wobei Y eine Teilmenge des unendlich-dimensionalen
Funktionenraums

X ={ueC'[0,7]: u(0) = u(m)=0}

Y = {u EX:Ln|u(x)|2dx = 1}

gegeben ist. Zwar ist Y (in der £?([0, 7r])-Metrik) beschrinkt und abgeschlossen, jedoch nicht
kompakt.

ist, die durch

Problem (Fourierreihenentwicklung). Sei.7 = {1,cost,sint,cos(2¢),sin(2t),...} ={¢;};en-
Dann ist bekanntlich

2n
(pir9;) :f @i(t)p;(t)dt =273, ;,
0

wobei &, ; das Kronecker-Delta bezeichne. Also lisst sich durch Normierung ein Orthonor-
malsystem aus 7 gewinnen. Jetzt fragen wir uns, ob sich jede 27-periodische Funktion # be-
ziiglich eines geeigneten Konvergenzbegriffs in eine Rethe # = >, .y 2;¢; mit o; € R entwi-
ckeln konnen. Bereits bekannt ist, dass das fiir das entsprechende endlich-dimensionale Pro-
blem geht: Sei 7' ={ey,...,e,} die kanonische Standardbasis des R” Dann gilt bekanntlich

<ei’ej>R" :31‘,/



und fiir jedes x € R” ist

n
x :Z“iei> a; = (x,e;)pn-
=1

Wir fragen uns nach den Zusammenhingen zwischen den Problemen im endlich- und unendlich-
dimensionalen.

Problem. Das Biegemoment eines Trigers kann man als Randwertaufgabe (gesucht ist # :
[0,1] — R, gegeben sind p,r :[0,1] —» R)

u"()+ p()u(t)=r(t), #(0)=u(1)=0

bestimmen. Mit Hilfte der sogenannten Green’schen Funktion ldsst sich diese Randwertaufga-
be in eine Integralgleichung

(T)0)= | Glas)r6) = plehuto))ds =

umwandeln. Das heifdt, man sucht einen Fixpunkt eines Integraloperators 7' in einer geeigneten
Menge von Funktionen.

Diese Probleme lassen sich mit der klassischen Analysis nicht mehr behandeln. In der Funk-
tionalanalysis behandeln wir nun im Wesentlichen ,, Analysis in co-dimensionalen Raumen®
(meist Funktionenraume). Das heif3t, wir wollen jetzt anstelle des K” allgemeinere Riume be-
trachten, die jodoch immer noch folgende beide Charakteristika aufweisen:

(@) Die lineare Struktur (das heifit, Elemente lassen sich addieren und mit einem Skalar mul-
tiplizieren)

(b) Die topologische Struktur (also insbesondere ein Konvergenzbegriff)

Unser Ziel ist es zunichst, die beiden Strukturen zu erarbeiten.



Kapitel 1

Die lineare Struktur

§1 Der lineare Raum

Sei im folgenden stets K = R oder K = C. Zunichst die

(1.1) Definition (Vektorraum). Sei K ein Korper. Eine Abelsche Gruppe (X, +) zusam-

men mit einer Abbildung
KxX —-X

heiflt K-Vektorraum, falls fiir alle o, 8 € K und x,y € X gilt:
(V1) ax+y)=ax+ By

(V2) (a+B)x =ax+ [x

(V3) (¢f8)x = a(Bx)

(V4) 1-x=x

Bemerkung. Je nachdem, ob K = C oder K = R gilt, heifdt X ein komplexer oder ein reeller
Vektorraum.

Bemerkung. Eine nichtleere Teilmenge Y C X ist bereits dann ein linearer Raum, falls aus
a,B €K, x,y €Y bereits ax+ By € Y folgt, also Y abgeschlossen unter den Vektorraumope-
rationen ist. Y heift dann linearer Teilyanm oder auch linearer Unterraum.

Bemerkung. Zu jeder Teilmenge M C X bildet die Menge aller Linearkombinationen von je
endlich vieler Elemente einen linearen Teilraum von X. Dieser heifdt die lineare Hiille von M
oder der Aufspann von M

/
spanM:{x eX:dleNay,...,q; €K, my,...,m; € M mit Zaimi:x}.
=1

Bemerkung. M ={x,},cp C X heifit Basis oder Hamel-Basis von X , falls M linear unabhingig,
das heifdt, 0 € X lisst sich nur auf triviale Art und Weise als Linearkombination endlich vieler
der x, schreiben, und span M = X ist.



3 Lineare Abbildungen

Bemerkung. Besitzt X eine Basis von 7 < co Elementen, dann heifit 7 die Dimension von X
und wir schreiben dim X = n. Andernfalls heif$t X unendlich-dimensional (dim X = oo).

Bemerkung. Seien X, X, C X lineare Teilrdume. Dann ist
X, +X, ={ax; + Bx,: a0, e K,x; € X}, x, €X,}

ebenfalls ein linearer Teilraum. Falls X; N X, = {0}, schreiben wir X; @ X, und nennen die
Summe direkt.

Bemerkung. Sei Y ein linearer Teilraum von X. Definiere die Aquivalenzrelation ~ auf X
durch x ~y <> x —y € Y. Dann wird die Menge der Aquivalenzklassen mit vertreterweiser
Addition und Multiplikation auch ein K-Vektorraum. Wir schreiben fiir diesen Vektorraum
X/Y.

§2 Beispiele

(2.1) Beispiel. Der R” ist ein linearer Raum {iber dem Korper R. Der C” ist sowohl ein C- als
auch ein R-Vektorraum.

(2.2) Beispiel. Sei[a,b]CR,a < b.Dann ist
Cla,b]={x:[a,b] =K, x ist stetig}

ein K-Vektorraum mit dim C[a, b] = co. Zum Beispiel sind die Monome (£¥), oy ein unend-
liches linear unabhingiges System, jedoch keine Basis. Tatsichlich ist jede Basis dieses Raumes

iiberabzihlbar.

§3 Lineare Abbildungen

(3.1) Definition. Seien X,Y lineare Riume {iber K. A : X — Y heif3t linear, falls fiir alle
x1,%, €X und a, B € K gilt:

Alax; + Bx,) = aA(x;) + LA(x,).

A : X — K heiflt lineares Funktional. Fiir A linear heiflt R(A) =imA = {A(x): x € X} der
Bildraum von A und N(A) = ker A = {x € X : A(x) = 0} der Kern von A.

(3.2) Bemerkung. Sei A: X — Y linear.



(a) Sei M C X ein linearer Unterraum. Dann ist A(M) C Y wieder ein linearer Unterraum
und es gilt dimA(M) < dim M mit Gleichheit bei injektivitit.
(b) Esgilt
A injektiv <= N(A) = {0}.

Allgemeiner ist
X /(N(A)) = imA.

(¢) FallsdimX =dimY = < oo, dann ist A genau dann injektiv, wenn A surjektiv ist.

(d) A: X — Y ist linear und bijektiv genau dann, wenn es eine lineare Umkehrabbildung
A7l Y - X.
(e) FallssoeinA: X — Y linear und bijektiv existiert, nennen wir X und Y linear isomorph.

A heifdt dann ein linearer Isomorphismus.

Nur falls dimX = dimY < oo sind X und Y auch ,topologisch® isomorph. In diesem
Fall erhilt man die Prototypen R” und C” fiir endlich-dimensionale Vektorriume und
andere gitbt es nicht (die sie auch als Topologische Raume isomorph sind).

Beispiel. X = {x : [4,b] — R,x,x,% stetig, x(a) = x(a) = 0} ist ein linearer Raum. Sei
Y =Cla,b]und A: X — Y gegeben durch

(Ax)(t):=%(t)+ ¢, (£)%(t) + ¢, (t)x(t), t€[a,bl,c;,c,€Cla,b].

Dann ist A linear, weil differenzieren linear ist und A ist injektiv: Zunichst ist x = O eine
Losung der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung Ax = 0. Die Theorie der Diffe-
rentialgleichungen sagt uns, dass diese Differentialgleichung eine eindeutige Losung des An-
fangswertsproblems ist.

A ist aber auch surjektiv: Sei y € Y gegeben, dann suchen wir x € X mit Ax =7y. Also wollen
wir eine inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 16sen. Auch diese ist nach der
Theorie von gewShnlichen Differentialgleichungen eindeutig [5sbar.

Also ist A bijektiv, das heiflt, es gibt eine lineare Abbildung A= : Y — X. Diese Inverse ist in
der Regel schlecht anzugeben. Einen einfacheren Spezialfall dazu wird in der Ubung behandelt.

Beispiel. Sei X =Y =Cl[a,b], A: X — X gegeben durch

b
(Ax)(t)::f k(s,t)x(s)ds, t€la,b],

wobei k : [a,b] % [a,b] — R stetig und gegeben ist. Dann ist A linear, da das Integral linear ist.
Auch ist, wenn A € R ein Parameter ist, die Abbildung

(Ax)(t):= Ax(t)—(Ax)t), t€[a,b]



4 Duale Riume

linear. Die Probleme Ax = y (bei gegebenem y € Y und gesuchtem x € X) oder Ajx =0
(gesucht ist A € R und eine nichttriviale Losung x € X \ {0}) heiflen Integralgleichungen erster
und zweiter Ordnung.

Beispiel. Sei X =C[a,b],A: X — R mit
Ax = x(ty),

wobei t, € [a, b] fest gewihlt sei. Eine andere lineare Abbildung A : X — R ist gegeben durch

Ax = Lb x(t)dt

Dann sind beide Abbildungen A linear und nicht injektiv, aber surjektiv.

Beispiel. Sei X =¢%, A: X — X. Fiir x = (£,),,c sei
Ax =(0,&,,&,,...) € L2

A heifdt (Rechts-)Shiftoperator und ist linear und injektiv, jedoch nicht surjektiv. Solche Abbil-
dungen gibt es fiir dim X =dimY < oo nicht.

§4 Duale Rdume

A : X — Ksei ein lineares Funktional, X ein linearer Raum. Wir verwenden ein neues Symbol

(statt A)
/ R .
x: X —->K= linear.
C
Wir schreiben nun
x'(x) = {x,x") = (x,x/)Xxxf eK.

Wir setzen
X/ = {x/ : x’ ist lineares Funktional auf X} .

Hierbei sollte man nicht x” nicht mit der Ableitung von x verwechseln. Auch ist (—,—)y. v/
kein Skalarprodukt.

Der Raum X/ wird auf natiirlicher Weise zum linearen Raum mit
(ax! + Bx})(x) = ax|(x)+ Bx)(x), xeX,x|,x,eX/,a,BeK.

So 1st
s X x XS K

-10 -



bilinear.

(4.1) Definition. X/ heifit der algebraische Dualvanm zu X . X'/ := (XY heifit der bi-
duale Rawm zu X .

Beispiel. X// liefert die kanonische Abbildung

J: X=X xo](x)=x"

(', x") = (x.x") Vx'eX/,

Damit ist x” : X/ — K linear wohldefiniert.

(4.2) Definition. Der lineare Raum X heifdt algebraisch reflexiv, falls J bijektiv ist (und
damit X linear isomorph zu X//) ist.

(4.3) Bemerkung. X ist genau dann algebraisch reflexiv, wenn dim X < oo ist.

Im Fall dim X < oo ldsst sich leicht eine duale Basis angeben: Sei dazu M := {x,,...,x, } eine
Basis von X. Dann wird durch
(xi,x;) =04

und linearer Fortsetzung die Menge M := {x/,...,x,} C X/ erklirt. Dann ist M’ eine Basis von
X', die die duale Basis von M genannt wird. Tatsichlich ist X/ im Falle dim X = oo wesentlich
grofler. Man wihlt deshalb eine (neue) Defintion des Dualraums:

(4.4) Definition (Dualraum). Zu einem linearen Raum X ist

X'= {x’ : X — K, x’ linear und stetig} cx/

der Dualraum von X.

Um Allerdings von Stetigkeit reden zu kdnnen, miissen wir zunichst Topologien einfiihren.

-11 -






Kapitel 2
Topologie

§1 Topologische Raume

(1.1) Definition. Sei X eine Menge und 7 C 2 (X) eine Menge von Teilmengen von
X. T heiflt eine Topologie auf X, falls 7 unter endlichen Durchschnitten und beliebi-
gen Vereinigungen abgeschlossen ist. Insbesondere muss &  als leere Vereinigung und X
als leeren Schnitt enthalten. (X, 7) heifft dann topologischer Raum. Die Elemente von 7
heiflen offene Mengen

(1.2) Beispiele.  (a) Fiir alle Mengen X ist 7 = {{}, X'} eine Topologie auf X, die sogenannte
indiskrete Topologie, grobste Topologie oder auch Klumpentopologie.

(b) Fiir alle Mengen X ist 7 = £ (X)) eine Topologie, die sogenannte diskrete Topologie oder
feinste Topologie auf X .

(¢) In Analysis I wird eine Menge U C R fiir offen erklirt, wenn es zu jedem x € U ein
¢ > 0 gibt, so dass fiir alle y € R mit |[x —y| < ¢ auch y € U gilt. Aus der Analysis ist
bekannt, dass die so definierten offenen Mengen den Axiomen gentigen. Diese Topologie

7,

nat

(d) Sei X eine beliebige Menge. Die cofinite Topologie auf X wird definiert als

wird natiirliche Topologie genannt.

Tof ={Y € X : Y =0 oder Ly Y ist endlich}

cof —

(e) Der Sierpinski-Raum ist die Menge {0, 1} versehen mit der Topologie {@, {0}, {0, 1}}.

(1.3) Definition. Sei M C X.
(a) M heifdt abgeschlossen, wenn X \ M offen ist.

(b) U C X heifdt Umgebung von A, wenn es eine offene Menge V gibt mit AC V. C U.
Wir setzen

Uy :=UNT):={U C X : U Umgebung von A}.




1 Topologische Riume

U, heilst Umgebungssystem oder Umgebungsfilter von A C X . Fiir x € X setzen wir
U, := U,y x heidt dann innerer Punkt von U fiir alle U € %, .

() x € X heildt Hiufungspunkt von M, falls jede Umgebung von x, ein y € M enthilt
mit y # x.k

(d) Das Innere von M ist
M° ::U{UE?: UcM}
die grofite offene Menge, die in M enthalten ist.
(e) Der Abschluss von M ist

M= ﬂ{U C M : U abgeschlossen}

die kleinste abgeschlossene Menge, die M enthilt.

() M heiflt kompakt, falls jede offene Uberdeckung von M eine endliche Teiliiberde-
ckung besitzt.

(g) M heifdt dicht, falls M=X.
(h) M heifit nirgends dicht, falls (M)° = §.

(1.4) Bemerkung. (a) M°C M C M.
(b) M° ist die Menge der inneren Punkte von M.

(©) M ist genau dann abgeschlossen, wenn M = M.

(1.5) Definition (Hausdorff-Raum). Sei (X, ) eine topologischer Raum. Fiiralle x,y €
X mit x # y existieren U € %,V € U, mit UNV =0. Dann heiflt (X,7) Hausdorff-

Raum bzw. geniigt dem Trennungsaxiom.

(1.6) Definition (Konvergenz). Eine Folge {x,},cy C X heifit konvergent gegen x, €

X, falls zu jeder Umgebung U € %, ein ny € N existiert, sodass x,, € U fiir alle n > n,,.

(1.7) Bemerkung. Man tiberlegt sich leicht, dass der Grenzwert x, in der Regel nicht eindeu-
tig ist. Bsp: In 7 = {X,0} konvergiert jede Folge gegen jeden Punkt. Ist (X, jedoch ein
Hausdorff-Raum, so ist jeder Grenzwert eindeutig.

Beweis. Seien x, # x4, Grenzwerte von (x,,),cny C X . Dann existieren disjunkte Umgebungen
U,U’ € U, . Weiterhin gibt es ein ng € N, so dass x,, € U fiir alle 7 > 15 und 1§ € N, so dass
x, € U’ firalle n > nj. Also gilt Xmax{nomt) € UNU ' Das ist ein Widerspruch zur Disjunktheit
der Umgebungen. ]

-14 -



(1.8) Definition (Haufungspunkt). x, € X heifft Hiufungspunkt von {x,},oy C X,
falls zu jeder Umgebung U € %, und fiir alle # € Nein n > k € N existiert, sodass
x, € U.

(1.9) Beispiel. {x,},cn C R mit natiirlicher Topologie. x,, = (—1)” hat zwei HP £1 Achtung:
M ={x, :n € N} ={—1,1} hat als Menge keine HP.

(1.10) Bemerkung. Fiir die indiskrete Topologie ist jeder Punkt in X HP jeder Folge.

(1.11) Definition (Stetigkeit). f : (X,7y) — (Y, Jy) heiflt stetig, falls fiir alle V € F
gilt, dass f=1(V) € F.

(1.12) Bemerkung. f ist stetig <=> f ist stetig in jedem Punkt

(1.13) Definition (Homdomorphismus). Ist f : (X,7y) — (Y, 7y ) bijektiv und stetig,
und 71 : (Y, F,) — (X, Ty) auch stetig, dann heifft £ Homomorphismus. X und Y

heiffen homdomorph, falls so ein Homéomorphismus existiert.

(1.14) Definition (Basis von Topologien und Umgebungen).  (a) Eine Familie B C
T heiflt Basis der Topologie in (X, 7), falls T =UM : M C B.

(b) Eine Familie B C %, von x € X heifit Umgebungsbasis des Punktes x, falls fiir alle
UeT,xeUexistiertein VEBmitxeVeU.

(1.15) Beispiel. Fiir die natiirliche Topologie auf R” ist eine Basis der Topologie gegeben durch
B.(x):x €X,e >0 mit den offenen Kugeln B.(x) = y €R” : ||[x —y|| < e. Sei x € R” fest.
Dannist By, (x): 7 € N eine abzihlbare Umgebungsbasis von x

(1.16) Definition (Relativtopologie oder Spurtopologie). M C T eines topologischen
Raumes (X, ) lasst sich in natiirlicher Weise zu einem topologischen Raum machen,
nimlich mit 7:=MNV:VeT.

(1.17) Bemerkung. M =MNX € 7' da X € 7, d.h. M ist offen in der Spurtopologie. Ach-
tung: M muss nicht offen in X sein.

-15 -



2 Metrische Riume

(1.18) Definition. Seien zwei Topologien 7,7, auf X gegeben. Wir sagen 7 ist feiner als
T, falls 7, D F,. Wir sagen J, ist grober als 7, falls 7, € F,. Wir sagen die Topologien
sind gleich, falls 7, = 7,.

(1.19) Bemerkung. Sei 7 feiner als 7,. Die feinere Topologie 7; enthilt mehr offene Mengen,
und damit zu jedem Grenzwert x, weniger konvergte Folgen.

Man zeigt leicht: 7, ist feiner als 7, <=> Fiir alle x € X gilt: Seien B, C T;,B, C T, Umge-
bungsbasen von x, dann gilt fiir alle U € B,, dass ein V € B, existiert mit V C U.

(1.20) Beispiel. Folgende Topolgien auf R” sind gleich. 7 sei die Topologie, die durch die
Kugeln B.(x) =y € R” : ||x —y|| < ¢ erzeugt wird. F, sei die Topologie, die durch die Quader
B.(x)=y € R" : max,;, |y; —x;| < ¢ erzeugt wird.

(1.21) Definition (Produkttopologie). Seien (X, 7y ),(Y, ) topologische Riume. Dann
sit die Familie von Mengen {Uy x Uy, : Uy € Jy, Uy € Fy} C 2X*Y eine Basis der Topo-
logie I .y im kartesischen Produkt X x Y. Bemerkung: Es geniigt auch wenn Uy, Uy
tiber Basen von Jy, 7y genommen werden.

§2 Metrische Raume

(2.1) Lemma (Eigenschaften metrischer Raume). Sei (X,d) ein metrischer Raum.

(a) Jeder Punkt x € X besitzt eine abzihlbare Umgebungsbasis

{Byju(x),m €N).

(b) Es gilt
lim x, =x <= lim d(x,x,)=0.

n—oo n—oQo

(c) Esist xo € M genan dann ein innerer Punkt von M C X, wenn ein ¢ > 0 existiert mit
B.(xq) C M.

(d) M ist nirgends dicht in X genan dann, wenn es zu jeder Kugel B, (xy) mit xy € X, >0
eine Kugel By (x,) C B.(x,) mit By(x;) N M =0 gibr.

(e) Seien (X,dy) und (Y,dy ) metrische Riume. Dann ist anch (X X Y,dy .y ) ein metri-
scher Raum vermaoge der Metrik

Ay ((x1571), (%2,95)) := max{d, (xy, x2)>dy(3’1ay2)}

-16 -



oder auch mit

Ay oy (50591 (32:92)) = 1/ @21, %) + d3(31,7,)-

Tatsichlich induzieren diese beiden Metriken die gleiche Topologie (mamlich die Pro-
dukttopologie)
() Homéomorphismen f : X — Y (fitr metrische Riume X,Y ), die die Metrik respektie-
ren, das heifst
dx(x1,%) =dy (f (%), f (%)) Vx;,x,€ X

heifsen Isometrien.

(¢) Ein metrischer Raum muss im allgemeinen keine lineare Struktur haben. Man betrach-
te hierzu die Menge X := {1,2,3,4,5,6} mit der diskreten Metrik. Diese kann keine
Vektorraumstruktur haben, da | X | = 6 keine Primzahlpotenz ist.

Beweis. Der Beweis wird aufgrund seiner Trivialitit den Lesern zur Ubung tiberlassen, da er
wirklich nur Einsetzen der Definitionen ist. [ |

Nun ein paar Charakterisierungen von kompakten Mengen in metrischen Riumen.

(2.2) Satz. Im metrischen Raum (X ,d) sind dquivalent:
(a) K C X ist kompakt (iiberdeckungskompakt)
(b) Jede Folge in K besitzt mindestens einen Haufungspunkt in K (abzihlbar kompakt)
(c) Jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K (folgenkompakt)

«

(2.3) Bemerkung. Der Satz gilt so im allgemeinen Hausdorff-Raum nichz. Fiir ,(b) = (a)
bendtigt man zusitzlich das zweite Abzihlbarkeitsaxiom, also die Existenz einer abzdhlbaren
Basis der Topologie. Fiir ,,(5) = (¢)“ benétigt man das erste Abzihlbarkeitsaxiom, also die
Existenz von abzihlbaren Umgebungsbasen fiir jeden Punkt.

§3 Vollstandigkeit in metrischen Rdumen und der Satz von Baire

(3.1) Definition. Eine Folge (x,),cy C X in (X, d) heifst Canchy-Folge, falls zu jedem
¢ >0ein N = N(e) existiert mit d(x,,,x,) < ¢ fir alle z,m > N.

(3.2) Lemma. Jede Konvergente Folge (X,,),cn C X st auch eine Cauchy-Folge.
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3 Vollstindigkeit in metrischen Riumen und der Satz von Baire

(3.3) Definition. Der metrische Raum (X, d) heiflt vollstindig, falls jede Cauchy-Folge
in (X, d) konvergiert.

Nicht jeder metrische Raum braucht vollstindig zu sein (man betrachte hierfiir z.B. Q und
die Folge der Partialsummen der Dezimalbruchentwicklung von +/2), jedoch lisst sich jeder

metrische Raum zu einem vollstindigen Erweitern.

(3.4) Satz. Jeder metrische Raum (X,d) lisst sich in einen bis auf Isometrie eindeutig be-
stimmten kleinsten vollstindigen metrischen Raum (X ,d) einbetten. Dieser Raum (X ,d)
heifst die Vervollstindigung von (X ,d).

Beweis. Zwei Cauchyfolgen (x,,), oy und (y,,),,c seien dquivalent, falls d(x,,, y,,) 2%, 0. Hier-
durch ist eine Aquivalenzrelation definiiert. Sei [(x,,),cy] die vom Reprisententaten (x,,),,cx
erzeugte Klasse. Man setzt

X :={[(x,),en]: (x,),cy ist Cauchy-Folge in (X,d)}

und

d([(x)nee b [0ne]) = lim d(x,.2,).

Dann ist (d(x,,,7,)),ecn eine Cauchy-Folge in R, da

|d(xn’xm)_d(ym’ym)| S d(xn’xm)+d(yn’ym)
~—_————— — —

—0 —0

Da R bekanntlich vollstindig ist, existiert somit der Grenzwert. Ferner ist d Reprisentatenu-
nabhingig, also wohldefiniert: Seien (%,,) und (7,,) andere Reprisentaten. Dann ist

N—— N———

—0 —0

Die umgekehrte Ungleichung ergibt sich aus Vertauschung der Rollen. Man rechnet leicht
nach, dass (X,d) ein vollstindiger Raum ist. Wir kénnen (X,d) durch die entsprechenden
konstanten Folgen isometrisch in X einbetten. [ |

Bemerkung. Wendet man diese Technik auf @ mit der natiirlichen Metrik an, dann erhilt
man (R, d) als vollstindige Hiille.

(3.5) Satz (Schachtelsatz). Sei(X,d)ein vollstindiger metrischer Raum und seien (x,,),,. C
X und (7,),en C (0, 00) Folgen mit der Eigenschaft

(ﬂ) Ern+1(xn+l) @ Brn (xn)
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(b) lim r, =0.

n—oo 'n

Dann gibt es genan ein x, € X mit x, € mneNE ()

Beweis. Fiir p € N beliebig gilt
Ern+p (xn+p) - Ern(xn)'

Also

n—oo

d(%,4 > x,) < 7, — 0.
Damit ist (x,,)n € N eine Cauchyfolge und damit konvergiert gegen ein x, € X. Auflerdem gilt

d(xp.x,) < d(xor %, )+ (%1 p0,).

—0(p—o0) <r,

Damit folgt fiir p — oo
d(xp,x,) <7, YneN

also xy € (), N Em (x,,). Fiir die Eindeutigkeit sei %; ebenfalls in [ N Ern(xn). Dann folgt

n—0o0

d(xg,%y) < d(x9,x,)+d(x,,%) <27, —— 0.
_—
<7, <7,
Doch damit war bereits x, = X. |

(3.6) Definition. Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes (X, d) heif’t von erster Ka-
tegorie oder mager, falls sie die Vereinigung abzihlbar vieler in X nirgends dichter Mengen

ist. Andernfalls heifft M von zweiter Kategorie.

Der folgende Satz wird beim Beweis mehrerer fundamentaler Sitze benétigt, z.B beim Prinzip
der gleichmifligen Beschrinktheit oder dem Open-Mapping-Theorem.

(3.7) Satz (Baire). Jede nichtleere offene Menge eines vollstindigen metrischen Raumes (X, d)
ist von zweiter Kategorie (insbesondere X selbst)

Beweis. Sei ) # M C X offen. Wir nehmen umgekehrt an, M wire von erster Kategorie, das
heift

McC UMn

mit M,, C X nirgends dicht. Wihle x, € M. Da M offen ist, gibt es ein = 7 > 0 mit B, (xo) C
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3 Vollstindigkeit in metrischen Riumen und der Satz von Baire

M. Da M, nirgends dicht ist, gibt es ; >0 und x; € X mit

B, (x;) C B, j(xo)

und B, (x;)N M, =0. Analog finden wir, da M, nirgends dicht ist, 7, >0 und x, € X mit

Brz(xz) C Brl/Z(xl)

und B, (x,) N M, = 0. Durch Fortsetzen dieses Schemas finden wir eine Folge (x,,),cny C X

und Radien (7,,),y C (0, 00) mit 7, < /27 Z=%5 0. Damit sind alle Voraussetzungen von

erfiillt. Folglich existiert genau ein

X e ﬂ B, (x,) CB,(x)C M.

Aber % ¢ M,, fiir alle n € N Folglich ist auch % nichtin ] _ M, = M. Das ist ein Widerspruch.
Also ist M von zweiter Kategorie. [ |
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Kapitel 3
Topologische lineare Rdume

Erklirtes Ziel dieses Kapitels wird sein, die beiden Strukturen aus den vorherigen beiden Ka-
piteln, also die Topologie und den linearen Raum zusammenzufiihren.

(0.1) Definition. Ein linearer Raum X tiber dem Korper K mit Topologie 7 heifit topo-
logischer linearer Raum, falls die Vektorraumoperationen (4 : X xX — X und - : Kx X —
X)) stetig sind.

Bemerkung. Stetigkeit der Vektorraumoperationen sollte als minimales Kompatibilititskri-
terium der beiden Strukturen gefordert werden. Tatsichlich ist es im Allgemeinen gar nicht
erfiillt. Erst im normierten Raum bekommt man diese Stetigkeit geschenkt.

§1 Normierte Raume

(1.1) Definition. Sei X ein linearer Raum tiber K. Die Abbildung |||| : X — [0, o0) heif’t
Norm auf X, falls fiir alle x,y € X,a € K gilt:

@ ||x||=0<=x=0
®) [lax|| = |al[lx||
© e+l <Ilxl[+IIxll

(X, ||| heilt dann normierter Raum.

(1.2) Bemerkung. Durch d(x,y):=||x —y|| wird ein normierter Raum auch ein metrischer,
also insbesondere auch ein topologischer Raum. Diese induzierte Topologie auf (X, ||-||) heifdt
Normtopologie.

Ohne die lineare Struktur macht der normierte Raum gar keinen Sinn, da fiir die Definition
einiger der Normaxiome die Vektorraumoperationen verwendet werden.

(1.3) Beispiele.  (a) Betrachte den R” mit |||, := >, |xi|P>1/p mit 1 < p < oo ist ein
normierter Raum, genauso wie mit ||x||, := max,.;, |x;|. Insbesondere gibt es im R”



1 Normierte Riume

tiberabzihlbar viele verschiedene Normen. Wir werden jedoch spiter sehen, dass diese
Normen alle die gleiche Topologie erzeugen.

(b) Der Raum aller stetigen Funktionen auf einem kompaktem Intervall C[a, b ] mit||x|| :
max, p, »1]%(¢)| ist ein normierter Raum. Auflerdem wird durch

b
1l ::f x(0)lde

ebenfalls eine Norm definiert.

(©) Sei 2 C R” offen und beschrinkt. Dann wird C(£2) mit

[1%loo := max|x(2)]
teQ

auch zu einem normierten Raum.

d) LP(Q)=ZLP(Q)/ N, wobei N ={f : Q> R, f(t)=0 fast iiberall} ist mit

o= [ |x<t>|f’dt>1/P

ein normierter Raum, wobei 1 < p < oo.

© £ mit
n 1/p
lIx[l, = <Z|xi|p>
1=1

ist ebenfalls ein normierter Raum, wobei 1 < p < oo.

(1.4) Lemma. Se: (X, ||"||) ezn normierter Raum. Dann sind die Abbildungen +, - und ||||
stetig.

Beweis. Fiir beliebige Folgen (x,,),,.crn» (7, )nen C X5 (2,),,eny mitlimx, = x,limy, =y,lima, =
a gelten

12, +2,) = (D) <l —x, [+ Iy =,
sowie

lla,x, —ax|| < |a,|[|x, —x[| +]x|| |, — 2]
und

e 1= T[T < [, — x|

nach der umgekehrten Dreiecksungleichung. Folglich sind die zu betrachtenden Abbildungen
alle folgenstetig, und, da metrische Riume stets dem ersten Abzihhlbarkeitsaxiom geniigen,
auch stetig. u
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(1.5) Korollar. Jeder normierte Raum versehen mit der Normtopologie ist ein topologischer
linearer Raum. Deshalb ist auch keine Unterscheidung zwischen normierten Rinmen und

normierten linearen Riaumen notig.

§2 Topologische lineare Raume

Bemerkung. Hierbei sei stetis die Topologie von X x X die Produktopologie, bei den Krpern
R
K= {C die tibliche Topologie. Wir schreiben im Folgenden fiir Mengen M, M,,M, C X

und @ C K nun

A-M=mAM)={ax:a€A,xecM}.

(2.1) Lemma. Hat der topologische Raum (X , T ) auch eine lineare Struktur, so sind dguiva-
lent:

(@) Die Addition s ist stetig.

(b) Fiir belicbiges x,y € X gilt: Zu jeder Umgebung O, € T existieren Umgebungen
O, € T von x und Oy € T von y mit O, + 0O, C O,

Bewers. s iststetigin (x,y) genau dann, wenn zu jeder Umgebung O, | € 7y von (x, y) existiert

eine Umgebung U C Jy, x von (x,y) mit s(U) C O,,. Nach Definition der Produkttopo-

logie existieren dann Umgebungen O, € %, und O, € %, mit O, x O, C U. Damit ist
0,+0,=5(0,,0,)=5(0, x0O,)Cs(U)C O,,.

Analog zeigt man die entsprechende Aussage fiir die skalare Multiplikation: |

(2.2) Lemma. Hat der topologische Raum (X , T ) auch eine lineare Struktur, so sind dguiva-
lent:

(@) Die Addition m ist stetig.

(b) Fiir beliebiges a € K, x € X gilt: Zu jeder Umgebung O, € T existieren Umgebungen
O,€T vonxund O, € T vonymit O, x O, CO,,.

Betrachtet man insbesondere die Stetigkeit am Punke @ =0 und x € X beliebig, dann gilt also:
Fiir jede Umgebung O, € %, C X existiert eine Umgebung O, € %, und ein r > 0, so dass

VB:|B|<r:B0O,C O,.
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3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Riume

Unmittelbar daraus erhalten wir folgendes Korollar:

(2.3) Korollar. Im topologischen Ranm (X, T) gilt fitr x € X beliebig und (8,,),ey CR

n—oQo n—0oQ

ﬁn—>o = ﬁnx—)o'

Definition.  (a) Zu x, € X fest definieren wir den Translationsoperator
T, =X —>X,x—x+x
(b) Zu ay € K* fest definieren wir den Multiplikationsoperator

M, =X —->X,x—ay-x.

fy

(2.4) Lemma. Die Translationsoperatoren und Multiplikationsoperatoren sind Homéomor-
phismen.

Beweis. Das ist klar.

(2.5) Korollar (Invarianzprinzip). Im topologischen linearen Raum (X, T ) ist die Topolo-
gie bereits durch die offenen Umgebungen von 0 € X bestimmt. Alle anderen offenen Mengen
entstehen durch Translation.

Beweis. Das ist klar.

§3 Metrische lineare Raume und Quasi-normierte Raume

(3.1) Definition. Eine Metrik d : X x X — R auf einem linearen Raum X heif3t rransla-
tionsinvariant, falls gilt:

Vx,y,z€X :d(x,y)=d(x+2z,y+2),

oder dquivalent dazu:
Vx,y€X :d(x,y)=d(x—y,0).k

Bemerkung. Ohne lineare Struktur macht das gar keinen Sinn!
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(3.2) Definition. Ein metrischer Raum (X,d) mit linearer Struktur und translationsin-
varianter Mertik d heiflt metrischer linearer Raum, falls die Vektorraumoperationen stetig
sind (in der von der Metrik induzierten Topologie).

(3.3) Lemma. Im metrischen Raum (X, d) mit linearer Struktur und translationsinvarian-
ter metrik, dann ist die Addition immer stetig.

Beweis. Es geniigt, da in metrischen Riumen Folgenstetigkeit und Stetigkeit dquivalent sind,
zu zeigen, dass limd(x, +y,,x +y) =0, sofern limd(x,,x) =0 und limd(y,,y) = 0. Dazu ist

n—oo

d(xn+yn’x+y)§d(xn+yn)+d(x+yn’x+y):d(xn’x)+d(yn’y)—>o [ |

Beispiel. Sei X = C(a, b) mit der Metrik

d(x,y)=min{l, > [x(t)=y(1)]}.

t€(a,b)

Dann ist d eine translationsinvariante Metrik, aber X ist kein linearer Raum, da die Skalar-
multiplikation nicht stetig ist.

Fiir die Stetigkeit der skalaren Multiplikation im Punkt (a,x) € K x X hat man (nach dem
e—8—Kriterium)

|B—al<r

> 038 > 0dr >0V K X:
ve r>OV PRy EX L y<s

} = d(By,ax)<e¢

(3.4) Lemma. Sei (X,d) ein metrischer Raum mit linearer Struktur und mit einer trans-
lationinvarianten Metrik. Dann ist X mit der von d erzeugten Topologie ein metrischer
linearer Raum genau dann, wenn fiir alle a € K, x € X und beliebige Nullfolgen (x,,),,en C

X, (@ )nenyck gilt

Beweis. ,=”: Skalare Multiplikation ist im metrischen linearen Raum stetig, also folgen die
Aussagen sofort.
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3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Riume

»<*: Wegen der Aquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetigkeit ist zu zeigen

n—oo
a,——a€kK

n—oQo

n—oo
= a,Xx, —> ax.
x, ——x€X

Seidazu z,:=x,—x€X, v, :=a,—acK. Dannist

YnZn +}/nx +£ZZn = (an _a)(xn_x)+(an _a)x +a(xn _x) =a,x,—aX.

Somit ist
d(a,x,,ax)=d(anx,—ax,0)=d(y,z, +ynx+az,,0)
<d(y,z,,0)+d(y,x,0)+d(az,,0) 2250,
0 0 0
Da die Addition ohnehin immer stetig ist, sind wir fertig. |

(3.5) Definition. Eine Abbildung |- |: X — [0, 00) heifSt Quasi-Norm auf dem Linearen
Raum X, falls gilt:

(Q1) |x| >0 fiir alle x € X und |x| =0 genau dann, wenn x = 0.

(Q2) |—x|=|x| firallex e X

(Q3) |x+y| <|x|+|y| furalle x,y € X

Q4) |ax,| == 0 fiir @ € K, falls |x,| — 0

Q5) |a,x| —=>0 fiir x € X, falls |a,,| — 0

Q6) |a,x,| === 0 falls |x,| — O und |a,x, | — O

(X,]-]) heiflt dann quasi-normierter Raum.

(3.6) Bemerkung. Jeder normierte Raum ist auch ein quasi-normierter Raum.

(3.7) Satz.  (a) Ist|-| eine Quasi-Norm anf X, so wird durch d(x,y) := |x—y| eine transla-
tionsinvariante Metrik definiert, welche X zu einem metrischen linearen Raum macht.

(b) Ist (X,d) ein metrischer linearer Raum mit translationsinvarianter Metrik d, so ist
(X,|-|) mat |x| := d(x,0) ein quasi-normierter Raum.

Beweis. Das folgt direkt aus den Axiomen und [ ]

Speziell fiir die Anwendung sehr wichtige metrische lineare Rdume werden von Semi-Normen

erzeugt.
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(3.8) Definition. Sei X ein linearer Raum. Eine Abbildung p : X — R heif3t Semi-Norm
oder Halbnorm, falls folgendes gilt:

(1) VxeX: p(x)>0
(S2) Vxe X,a € K: p(ax)=|a|p(x)
(83) Vx,y € X: p(x+7) < p(x)+ p(y)

(X, p) heifdt dann semi-normierter Raum.

Beispiel. £7() ist ein semi-normierter Raum.

Bemerkung. Jeeder semi-normierte Raum (X, p) erzeugt einen normierten Raum (X /N, p),
wobei N = {x € X : p(x) =0} ein linearer Unterraum ist.

(3.9) Satz. Esseien p, : X — R,n € N abziblbar viele Semi-Normen auf einem linearen

Raum mit der Eigenschaft

p,(x)=0fiiralleneN — x =0. (3.1)

Dann st
oo

dx, r) = —n pn(x_y)
o) gz 14 p,(x—y)

eine translationsinvariante Metrik auf X, welche X zum metrischen linearen Raum macht.

(3.10) Bemerkung. p, : X — R sind auf (X, d) stetig. Das folgt aus (fiir x; — x, in X))
|pn(xi)_pn(x0)| < pn(xi _xO) —0

und einer Ubungsaufgabe.

(3.11) Satz. Sei (X,d) der in gegebene metrische lineare Rauwm (mit der von der
Metrik erzeugten Topologie). Dann bilden die Mengen (¢, > 0)

Uppren) = B"O)={xe X : p,(x)<e,}

und deren endliche Durchschnitte eine Umgebungsbasis von 0 € X

Bemerkung. Nach dem Invarianzprinzip ist damit durch | BL” die ganze Topologie bestimmt.
Mit anderen Worten: Die Topologie welche tiber die Metrik bestimmt ist, ist dieselbe wie die,
welche von den U(p,,, ¢,,) und endlichen Schnitten davon erzeugt wird.
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3 Metrische lineare Riume und Quasi-normierte Riume

Beweis (Satz 3.11). Zunichst ist U(p,,,¢,) € 7:Sein € Nund ¢, >0 fest undy € U(p,,¢,,)
beliebig gegeben. Dann ist p,(y) < ¢,. Dann wihle o = p(y) > 0, so dass p,(y)+p < . Dann
gilt fiir r := 2~ ”1_’; > 0:

Y €B,(y) = py(x+7)<p.

Dazu ist
_Plxy) SZ”d(x,y)<2”r:—'0 )
Trp—y) - ST

also p,(x —y) < p. Mit diesem 7 gilt B,(y) C U(p,,,¢,): Sei x € B,(y). Dann gilt
Pu(*) S Pu(x =) +0,(0) < pu () +p =2,
<p

wie gewlinscht.

Sei B, (0), r > 0 gegeben. Wihle 7, € N mit

St
n=ng 2
mit ¢ := 7 gilt dann
o
[V Ulpoe) < B,0)
n=1

Sei dazu x €( ), U(p,,,¢) beliebig. Dann ist

xo<Zz— +Zz— <522 +r <g+§:

n=nqy

somit also x € B,(0). ]

(3.12) Bemerkung. Die Mengen U(p,,,¢,,) und deren endlichen Schnitte sind konvexe Men-
gen, das heifSt

,y €U(pyse,)2€[0,1] = ax+(1—a)y € U(p,¢,)
Beweis. Es ist

polax+(1—aly) <l pu(x)+1—al p(y) =¢,

<e, <e, [ |

Also besitzt der in|Satz 3.9|gewonne metrische lineare Raum (X, d) eine Umgebungsbasis von
0, die nur aus konvexen elementen besteht.
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(3.13) Definition. Ein topologischer linearer Raum (X, 7), in dem jedes x € X eine Um-
gebungsbasis besitzt, die nur aus konvexen Mengen besteht, heifdt lokalkonvex.

(3.14) Satz. Sei X ein linearer Raum mit Semi-Normen p;,i1 € I, wobei I eine beliebige
Indexmenge ist, mit der Eigenschaft

pi(x)=0firallei e —> x=0.
Dann sind die Mengen
U(pi,gi):{xexlp(x)<5i}, €l>0,l€]

und deren endliche Schnitte eine konvexe Umgebungsbasis von 0 € X. Die dadurch gewonne

Topologie T macht X zu einem lokalkonvexen Hausdorff-Raum.

§4 Beispiele

Wir werden die unten angegebenen Beispiele auch gleich auf Vollstandigkeit untersuchen.

(4.1) Definition.  (a) Ein metrischer linearer Raum (X, d) der vollstindig ist, heif3t
Fréchet-Raum.

(b) Ein normierter Raum (X, ||-||), der vollstandig ist, heif¥t Banach-Raunm.

Beispiel ((7-Rdume). () (¢7,]||,), 1 < p < oo ist normierter Raum mit

00 1/p
[Ix[l, =<Z|xi|”> :
=1

(b) (£°°,]|]|s), ist normierter Raum mit ||x|| oo = sup;cy |%;]-

© (€2,]-],= ||||§), 0 < p < 1ist quasi-normierter Raum.
(4.2) Bemerkung. Fiir0< p <g < oogilt{? C {7 C{*.

Beweis. Seix € {P mit |x| =1=>",,y|x;|?. Dannistfiiralle i € N |x;|? < 1, also auch |x;| < 1.
Dann folgt auch 37, . [x;|7 < 1, also x € £7 und sup; . |x;| < 1, also x € £°. |
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4 Beispiele

(4.3) Satz. Fiir 1< p < oo ist ((7,||||,) ein Banachraum. Fiir 0< p < oo ist (€?,|-|,) ein
Fréchet-Raum.

Beweis. Nur fiir 1 < p < 00. Sei dazu (x,,),, ey C €7 eine Cauchy-Folge, also x,, = (£ )y und
tiir jedes ¢ > 0 gibt es ein 7, mit

00 1/p
Vn,m>no:||xn—xm||p=<2|5kn—gkm|p> <e.
k=1

Sei ky € N beliebig. Dann ist
(Ekn)neN

eine Cauchy-Folge in K, besitzt also einen Grenzwert & . Setze nun x := (&} )peny € K™ =5s.
Wir vermuten x als Grenzwert unserer Cauchy-Folge. Also miissen wir zeigen, dass x € {7,
und dass unsere Folge tatsichlich gegen x konvergiert.

Es gilt

el < | V> mg

+

Xp — Xn, Xny

<e

Deshalb existiert ein M > 0 mit ||x,, || » <M tir alle #» € N, also

[ee]

N
SUEp < SIERN < MP < oo,
k=1 =1

k

Also haben wir

N
Z|5£|SM” VneN,
k=1

also durch Grenzwertbildung N — oo auch ||x||§ < MP? bzw. x € (?.

Ferner haben wir

N
DIE &P <eh YN €N mm 2 ngfe).
k=1

Fiir n — oo folgt

N
Z|§k—5km|p <e? YNeN,m>ny,,
k=1

und mit N — oo

oo
DG =&l <t Ym = ny,
k=1

also die Konvergenz. |
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